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Abstrakt

Resenim systému kli¢t a zamki
rozumime fyzickou vyrobu klice a
blokovani v zamku. Navrh feseni musi
odpovidat podminkam, jenz jsou dané
zakaznikem a fikaji nam, jaké klice
otviraji které zamky v systému. Nalezeni
takového feseni je az na urcitou tiidu
diagonalnich lock-charti, jak ukazuje
relevantni literatura [14], dokdzany
N P-uplny problém. Tato prace se zabyva
prevodem obecného zadani z této tridy
na onu uré¢itou tridu, jenz jsme schopni
resit polynomidlni ¢asovou slozitosti.

Prace nejprve formalizuje problém a
predstavuje ¢tenari zakladni vhled do
notace lock-charti. Poté se snazi najit
vhodny prevod tlohy hledani vlastniho
lock-chartu do tridy problému P, kde

zkousi aplikovat prevody do bipartitnich
grafii anebo prevody pomoci teorie
mnozin. Ukazuje, ze problém lze prevést
na tridu P jen pro urcité typy zadani
lock-chartu.

V praktické ¢asti pak predstavuje nékolik
algoritmu s pridanymi parametry,
kterymi prace zkousi razné pristupy
k nalezeni maximalniho feseni. Uvadi
algoritmy konecné a optimalni jako je
tfeba SAT nebo riazné stromové
prohledavaci struktury a algoritmy
heuristické jako je metoda biklastrovani a
hladova kritéria. Prace ukazuje, ze
kombinaci heuristickych a optiméalnich
algoritmu dosahujeme velmi dobrych

vysledkt v hledani vlastniho lock-chartu.

Klicova slova: lock-chart, kli¢, zamek,

diagonala

Vedouci: Radomir Cernoch, MSc.
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Abstract

Lock-chart solving (also known as general
and master key solving) is a process for
designing mechanical keys and locks so
that every key can open and be blocked
in a certain user-defined system of locks.
Solving this problem is proven as
N P-hard problem except a class of
diagonal lock-charts. Known literature
[14] shows that diagonal lock-chart can
be solved in polynomial time. This study
goal is to extract diagonal lock-chart
from general assigmennt.

Study formalizes problem and introduces
basic insight into lock-chart notations.
Then it will try to find suitable
conversion of eigen lock-chart to a
problem from P class. There are several
ways of doing it from conversion to
biparte graph to conversion by set theory,
but none of them are applicable to
general type of lock-chart.

In the practical chapters, the study
introduces several algorithms with
additional parameters, which examine
different approaches of finding maximal
binary diagonal. It introduces finity and
optimal algorithms such as SAT solvers
or two tree-search based procedures and
also shows heuristic algorithms such as
biclustering method and three greedy
criterias. This thesis shows, that
combination of heuristic and optimal
algorithms can achieve very good results
in finding eigen lock-chart.

Keywords: lock-chart, key, lock,

diagonal

Title translation: Finding individual

keys in a master-key system
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Kapitola 1

Uvod

Jen malo vynalezii provazi lidskou historii tak dlouho jako mechanické zamky
a klice. Jejich pocatky mizeme vystopovat do obdobi Mezopotamie a pak dalsi
zdokonaleni provedené starovékymi Egyptany. Béhem primyslové revoluce
se i zamky a klice dockaly svého vylepseni, predevsim zdokonalenim od
Linuse Yale Sr. a pozdéji Jr. Diky cené maji dnes mechanické zamky nejvétsi
zastoupeni na trhu a vyrabi se ve velkych poctech. Staci se jen zamyslet, kolik
zamku jsme museli otevrit pri cesté do prace anebo kolik klici nam cinka
v kapse u kalhot.

Zamky a klice zaujimaji v nasi kulture neochvéjné misto. Od bézného kaz-
dodenniho predmétu, bez kterého si neumime predstavit zivot - zapomenuti
kli¢th doma je jiz ustédlenym klisé pro zacatek spatného dne - nebo pro roman-
tizovanou verzi v ramci porekadel, ¢i nepolapitelného zlodéje se Sperhdkem,
jenz otevte cokoliv. Neni divu, ze otvirani zamkl bez originalntho klice, tedy
lockpicking, dokonce existuje ve formé sportu. Uz samotny francouzsky krél
Ludvik XVI. byl vasnivym podporovatelem a tc¢astnikem takovych soutézi.
Dnes se kromé krimindlnich seridl a filmi setkdme s lokcpickingem treba
v pocitacovych hrach, kde bez této schopnosti nejste schopni projit ur¢enymi
lokacemi.

Mechanické zamky a klice se vyznacuji jesté jednou zvlastnosti a to nejen
dobou, jenz slouzi lidstvu. Ackoliv moderni svét zaziva néstup elektronickych
zamkt a jinych alternativnich metod zabezpeceni, mechanické zamky a klice
jako by tento fakt viibec neohrozoval, naopak na trhu stale zaujimaji domi-
nantni misto. Mazeme tvrdit, Ze je to snad konzervativni povahou lidi a viry
v ovéreny zpusob bezpecnosti nebo faktem, ze fyzicky vyrobeny kli¢ je bytelny
a jen tézko jej néco ponici a naptiklad po vystaveni extrémnéjsim teplotam ¢i
pocasi (mraz, dést, letni vedra) bude pravdépodobné stejné funkéni. Redlny
davod bude praktictéjsi, vyroba klict a zamk® na mechanické bazi je stéle
nejlevnéjsi, zptisobem, ackoliv do budoucna by se dalo ocekavat, ze cesta
povede smisenim elektronickych a mechanickych zamkt k zvyseni kvality
zabezpeceni.
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Obrazek 1.1: Profil klice a Fezani klice.

B 1.1 Pin-tumbler technologie

Klasicka technologie zamku typu pin-tumbler spociva ve dvou aspektech klice.
Za prvé je to jeho profil. Ten udava, zda Kkli¢ ispésné zajede do cylindru
(dale o ném budeme hovorit pouze jako o zdmku). Na Obrézku [1.1 na levé
strané vidime ptiklad takového zamku a klice, jenz do néj zapada. Zamek
v uvedeném prikladé je po stranach vytvarovan do pozic 1, 4, 6, 7, 9, 10,
11, 13 a prijme kazdy kli¢, jenz je vytvarovan stejnou kombinaci nebo jeji
podmnozinou. Tedy naptiklad kli¢ z obrazku s tvarovanim 1, 4, 9, 10, 11, 13
prijima.

Druhy aspekt je rezdni klice. Na Obrazku [1.1] vpravo vidime, ze pokud je
kli¢ zasunuty do zamku, tak jeho rezani zaplni tzv. piny. Jestlize se rezani
klice shoduje s délkou pint, jsme schopni klicem otocit v zadmku a tim ho
otevrit. Pind, jak je vidét i na obrazku, mize byt na sobé naskladano vice
a tim vytvaii oddélujici hranici. Pokud spodni piny zaklapnou do fezani
klice a oddélujici hranice je v roviné, jsme schopni klicem otocit a zamek
otevrit. Jestlize by alespon na jedné pozici mél kli¢ Spatné fezani, nevytvori
se oddélujici hranice a zamek nebude mozno otevrit.

B 1.1.1 Lock-chart

Bezpecnosti systém obsahuje mnozinu kli¢t a mnozinu zamku. Kazdy kli¢
z mnoziny pak otvird néjakou danou podmnozinu zamku. Jednim ze zpusobi,
jak zapsat tuto skutec¢nost je lock-chart. Lock-chart je v podstaté binarni
matici, kde fadek odpovidd zamku, sloupec kli¢i a jejich prinik skutecnosti,
zda kli¢ otvirda dany zamek. Jestlize mé kli¢ otvird pouze jeden zamek,
hovotime o ném jako o wvlastnim. Pokud kli¢ otvird vice zamki jedna se o klic
hlavni a jestlize otvird vSechny zadmky rikame, ze se jednd o kli¢ generdini.
Jestlize mame lock-chart, ktery pokud prevedeme na strom, kde kazdy uzel
je kli¢ a plati pro néj, ze jestlize kli¢ otevie zamek, tak jej oteviou i vSechny
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Obrazek 1.2: Vlevo strukturovany a vpravo nestrukturovany lock-chart

zamky v jeho implikovaném podstromu, pak mluvime o takovém lock-chartu
jako o strukturovaném. Vsechny ostatni lock-charty jsou nestrukturované.

B2 Zamky v literature

Ackoliv jsme zminili, ze mechanické zamky jsou v nasi spole¢nosti samozrej-
mosti a matematicky prepis problému lze presné provést, neni mnoho praci
které by se touto problematikou zabyvalo. Spole¢nosti, jenz vyrabéji zamky a
klice, redlné vyuzivaji kombinaci softwaru, se kterym lze pocitat jen urcité
tTidy problému a muze pozadovat velké mnozstvi preprocesovaciho vykonu,
a ru¢niho dopocitavani s kontrolou clovéka. Vysledky se mizou obcas spis
blizit pribliznym odhadim nez optimalnimu feSeni.

Existuje studie, kterd prevadi problém na C'SP. Ulrich Junker [13] prevadi
CSP do podoby hierarchie stromu, kde kazdy uzel je mensi ¢ast problému.
Jelikoz se struktura skoro podobé stromu, 1ze problém ve velikosti stromu
resit polynomialné a ve velikosti vsem podproblémt exponencidlné.

Dulezitou praci je pro nas diplomové prace Anny Lawer [I], kterd problém
prevadi na N P-tplnou tilohu. Dale provadi prevod mezi rozsifenimi lock-
chartu a pfevodem na SAT. Lawer se pak jesté zamérfuje na vétsi bezpecnost
pro zdkaznika, jmenovité tedy minimalizaci poc¢tu kli¢t, které oteviou zamek,
tedy minimalizaci pripadu, kdy dva rizni zakaznici oteviou zamek sobé
navzajem.

Radomir Cernoch [T4] ve své dizerta¢ni préci pak ukazuje, ze nékteré tifdy
lock-chartl jsou polynomidalné fesitelné, zatimco k ostatnim tiidam musime
vyuzit riznych optimalizacnich algoritmu jako jsou modifikace SATwu nebo
algoritmy na bazi C'S P, nebot stéle zustavaji ve tiidé problému N P-tplnych
(pokud se nenajde diikaz P = N P). Cernoch vyuziva tzv. rotating constant
method [18], mezi spole¢nostmi hojné vyuzivané strategie k fyzickému névrhu
kli¢h, jenz fixuje urcité pozice v rezani klice podle klich hlavnich. Tato metoda
pak umoznuje vyresit diagonalni lock-chart ve slozitosti tfidy P, diky prevodu
na problém hledéni nejvétsi antichain v ¢dstecném usporadéni.

3



1. Uvod
B 13 ci prace

Hleddame tedy zpusob, jak tridy N P-uplnych problému resit efektivnéji. Vime,
ze jsme schopni diagondlni lock-charty vyfesit v polynomidlnim case [14]. Na
zékladé myslenky rozdél a panuj se pokusime najit v obecném zadani tento
polynomialni podproblém, po jehoz vyreseni se obecné zadani zredukuje.

Ukolem se pak stavé nalezeni nejvétsiho diagonédlniho (v textu ukdzeme, Ze
postaci pouze vlastni) lock-chartu v obecném zadani.

Tato prace si dava za cil nékolik tkolu:

1. Formalizovat tento problém v rdmci existujici literatury.
2. Ptevod tlohy na jiz existujici problémy.

3. Nalézt konecny algoritmus zarucujici optimalni feseni a zaroven takovy
algoritmus, jenz vraci feseni v polynomidlnim case.



Kapitola 2

Formalizace

V této kapitole si na zacatku zavedeme nékolik definic a pojmi ke kterym
se budeme déle v textu odkazovat. Jedna se o vseobecné znamé informace
z oboru pocitacovych véd, je tedy zavedeno jen to, co se bezprostredné tyka
vysledki a zkoumani cili prace. Vynechavame zavadéni zédkladnich axiomiu
(pripadné paradoxu tim vznikajicich), stejné tak nefesime vsechny pripustné
podoby algoritmt nebo grafii, nebot nejsou pro tuto praci relevantni. Pro
¢tenare pohybujici se v této oblasti by nemélo jit o nové pojmy, presto je radéji
pro poradek uvadime. Poté navazeme definicemi lock-chartt, predstavenim
problému této prace a navrhy jeho reseni, které detailné ukdzeme v nasledujici
kapitole.

B 2.1 Dailesité matematické definice.

V této sekci si zavedeme nékolik definic z oblasti diskrétni matematiky [10].

Definice 2.1. (Mnozina). Méjme koneéné mnoho symbola dy,...,d,, poté
skupiné takovychto symbola {di,...,d,} Tikdme mnozina. Necht existuje
mnozina A. Mnozina B, kterd vznikla smazanim nékterych prvka z mnoziny A
se nazyva jeji podmnozinou (znaceno B C A). Mnoziny byvaji obecné znaceny
velkym pismenem (napt. A, B, C) zatimco jeji prvky (a € A) pismeny malymi.
Pocet prvka mnoziny nazyvame jeji velikosti (jestlize mluvime o prazdné
mnoziné (), pak jeji velikost je rovna nule). Na mnozinach lze provadét operace
sjednoceni (AU B), pruniku (AN B) a rozdilu (A \ B). Jestlize plati |A| > | B,
pak je B vlastni podmnozinou A a znaCime tento vztah jako B C A.

Definice 2.2. (Relace). Mé&jme n mnozin Xj,...,X,, a kartézsky soucin X;
X ... x X, pak libovolnou podmnozinu tohoto kartézského souc¢inu nazveme
relaci. Jestlize se n rovna n = 1, relaci nazyvame unarni, jestlize n = 2,
relaci nazyvdme binarni. Necht je R relace na X x X. Pro viechny z, z
2’ € X: jestlize plati, ze (z,z) € R, pak ikame, Ze je reflexivni. Jestlize
(xz,2) € R neplati pro zadné = pak nazyvame relaci ireflexivni. Pokud plati

5



2. Formalizace

zéroveli (z,z') € R a (:):/,x) € R, coz implikuje x = 2, pak Fikdme, Ze je
relace antisymetrickd. Jestlize mame (z,z') € R a zaroven (z,2" ) € R, coz
implikuje, ze plati (z,z") € R pak o relaci R fikdme, 7e je tranzitivni. M&jme
relaci, kterd je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, pak o ni mizeme rict,
7e se jednd o cdstecné uspordaddni.

Definice 2.3. (Funkce). Necht jsou X a Y mnoziny a méjme f : X — Y. Pak
o f jako o relaci na X x Y muzeme hovofit jako o funkci, pokud (z,y) € f.
Funkce je prostd jestlize pro libovolnd z1, o € X, které se nerovnaji r; #
x9, plati, ze f(x1) # f(x2). Funkce je surjektivni, jestlize pro kazdy prvek
cilové mnoziny y € Y existuje néjaky vzor x € X. Jestlize je funkce zaroven
prostda a surjektivni, fikdme, ze se jednd o bijekci. Pokud mame dvé zobrazeni
f:X > Yafl:Y = X, pak ifkdme, ze f~! je inverzni zobrazeni
k funkci f, jestlize plati pro vSechny dvojice (x,y), kde x € X ay €Y, ze
) =z = flx) =y

B 22 UOvod do algoritmizace

Jelikoz vystupem této prace je mimo jiné i skdla rtznych algoritmt, tedy
pristupu jak dany problém vytesit, zavidime ¢tenati par zakladnich definic
z oblasti algoritmizace. Ta nam da maly prehled o tom, jaké jsou pristupy
k feseni danych vypocetnich problémi a rizna tskali, které mtzou pii jistych
metodach Feseni nastat [11].

Definice 2.4. (Koneé¢ny algoritmus). Pod pojmem algoritmus rozumime po-
stup k feseni néjakého obecného problému. Jako konecny algoritmus nazveme
takovy algoritmus, ktery pro libovolné velké mnozstvi vstupnich idaja v ko-
neéném poctu kroku skondi.

Kdyz mluvime v této praci o néjakém algoritmu a (jelikoZ se zaméfujeme na
specidlni podmnozinu vSech moznych typu algoritmi), tak mé vyznam jako
néjaka procedura, kterd vraci celé ¢islo. Nema smysl o¢ekavat jiny vystup,
nez celé kladné ¢islo v pripadé existujictho feseni nebo nula v pripadé, ze
algoritmus nenasel Treseni zadné.

(Optimalni a ¢asteéné Feseni). Necht existuje algoritmus a € A, kde A je
mnozina ruznych algoritmu a funkce f nam rika nédvratovou hodnotu algoritmu
k danému problému. Reknéme o vysledku funkce f(a), Ze je fesenim pokud
f(a) > 0 a hovorime o ném jako o optimdlnim, pokud pro vSechny ostatni
algoritmy Tesici stejny problém, tedy viechny ' € {A\ a}, plati, Ze a’ # a
a f(a) > f'(a'). Jestlize plati, ze f(a) > f(a') > 0 pak hovofime o tom, 7e
algoritmus @ davé cdstecné feseni. V piipadé f(a) = 0 fikdme, e algoritmus
nevraci zadné feseni.

(Heuristicky algoritmus). Mé&jme algoritmus, feknéme o ném, ze je to
heuristicky algoritmus jestlize neni zaruceno, ze nalezne optimalni feseni, ale
pouze vhodné pribliZeni k feseni. Duvody k upfednostnéni takového algoritmu
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2.3. Teorie grafii

pred jingm optimélnim (nalezne vzdy spravné feseni) muze byt ¢asovd, i
pamétova slozitost.

(Asymptoticka slozitost). Pfi FeSeni problému vypocetni techniky nas za-
jima, jak porovnat efektivitu a rychlost riznych algoritmi. Ke klasifikaci
algoritmu se obvykle pouziva tzv. asymptotickd sloZitost, coz je rozdéleni
algoritmt do trid slozitosti, u kterych plati, ze od urcité velikosti dat, je
algoritmus dané tiidy vzdy pomalejsi nez algoritmus tiidy predchozi, bez
ohledu na to, jestli je néktery z pocitaci c-nasobné vykonnéjsi (¢ je zde
libovolné konstanta). Skéla v nekone¢nu slouzi k rozligeni jednotlivych tifd.
Rik4, Ze pokud se n blizi k nekoneénu, tak neexistuje redlna konstanta takova,
aby byl algoritmus z vyssi tridy rychlejsi nez ten z tridy predchozi.

1 < log(n) < n < n-log(n) < n* < k" < n! < n"

Standardné se asymptotické slozitost zapisuje pomoci Landauovi notace
(napt. O(n?) pro kvadratickou funkci).

Definice 2.5. (T¥ida slozitosti P a NP). Reknéme, 7e rozhodovaci tloha Uy
(tj. takova jenz ma bindrni vystup "ANQ", "NE") lezi ve tiidé P jestlize
existuje deterministicky Turingtv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly, a pracuje
v polynomialnim ¢ase. Reknéme, ze rozhodovaci tloha Uy lezi ve tiidé NP
jestlize existuje nedeterministicky Turingtv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly,
a pracuje v polynomialnim Case.

Alternativné lze N P problémy definovat tak, ze je to mnozina problému,
u kterych lze pro dodany vysledek v polynomidlnim case ovérit jeho sprav-
nost (ale obecné nikoliv nalézt feseni v polynomidlnim ¢ase). Dodejme jesté
poznamku, ze plati P C NP a otazka platnosti rovnosti P = NP je stéle
oteviena a nevyresena.

B 23 Teorie grafi

V této sekci zavedeme nékolik formalismu tykajici se teorie grafii, nebot ty
nam slouzi jako mocny nastroj nejen pri vizualizaci lock-chartu, ale i pti jeho
feseni za predpokladu prevodu tlohy na podobnou v oblasti teorie grafi.[§]
Definice 2.6. (Orientovany graf). Orientovany graf G je trojice (V, E, €), kde
V' je neprazdnd koneénd mnozina vrcholu (téz zvanych uzli), F je konetna
mnozina jmen hran (téz zvanych orientovanych hran) a e je pfifazeni, které
kazdé hrané e € E pritazuje usporadanou dvojici vrchold a nazyva se vztah
incidence.

vvvvv

Jestlize plati e(e) = (u,v) pro u, v € V, potom o vrcholu u fikdme, Ze je
pocatecni vrchol hrany e a vrchol v je koncovy vrchol hrany e; znacime
PV(e) = ua KV(e) = v. O vrcholech u, v fikdme, Ze jsou krajni vrcholy
hrany e, téz ze jsou incidentni s hranou e.

7



2. Formalizace

Definice 2.7. (Neorientovany graf). Neorientovany graf je trojice G = (V, E, €),
kde V je neprazdnd konecnd mnozina vrcholu (téZ zvanych uzli), E je ko-
neénd mnozina jmen hran a € je pfifazeni, které kazdé hrané e € E pritazuje
mnozinu {u,v} (kde u, v € V jsou vrcholy) a nazyva se vztah incidence.

V dalsich notacich pro zjednoduseni vynechame vztah incidence pti zapisu
grafu. Pro icely této prace a dalsich formalismt se nebude jeho definice nijak
ménit.

Definice 2.8. (Matice sousednosti). Méjme konecnou mnozinu vrcholt grafu
G = (V, E), kterych je n a ¢tvercovou matici A = n X n, jejiz hodnota na
misté a,, je celé ¢islo odpovidajici po¢tu hran vedoucich z vrcholu v do
vrcholu u, pak takové matici fikdme matice sousednosti. Prvky na diagondle
tak obvykle odpovidaji po¢tu hran vedoucich z vrcholu v zpét do vrcholu v.

Definice 2.9. (Stupen vrcholu/uzlu). Méjme dany orientovany graf G =
(V, E). Vstupni stupen vrcholu v, znac¢ime jej d~(v), je roven poc¢tu hran,
pro které je v koncovym vrcholem (které do vrcholu v vstupuji), tj. d—(v) =
|{e € E; KV (e) = v}|. Vystupni stupeii vrcholu v, znac¢ime jej d* (v), je roven
poctu hran, pro které je v po¢ateénim vrcholem (které z vrcholu v vystupuji),
tj. d*(v) = |{e € F;PV(e) = v}|. Stupeti vrcholu v, zna¢ime jej d(v), je
roven poctu hran, které jsou incidentni s vrcholem v, tj. d(v) = d~ (v) +d™* (v).
Je dén neorientovany graf G = (V, E, €). Stuperl vrcholu v, znacime jej d(v),
je roven poctu hran, které jsou incidentni s vrcholem v.

Definice 2.10. (Bipartitni graf). Necht existuje graf G = (V, E) takovy, ze V
1ze rozdélit na dvé mnoziny Vi a Vs tak, ze plati V =V, U Vo a Vi NVy = 0.
Pak o grafu G tikame, ze je bipartitni.

Definice 2.11. (Souvisly graf). Necht G = (V, E) je graf a v, u € V jsou jeho
dva libovolné vrcholy. Jestlize existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy v a
u, pak tikame, ze takovy graf G je souvisly.

Definice 2.12. (KruZnice a cyklus). Méjme orientovany ¢i neorientovany graf
G = (V, E). Jestlize existuje v grafu G cesta (tj. sled vrcholi a hran, které se
v cesté neopakuji) a je uzaviend (zacind ve stejném vrcholu, kde i konéi) pak
o této cesté rikame, ze je to cyklus, pokud je graf orientovany, anebo kruznice
pokud se jednd o graf neorientovany.

Definice 2.13. (Strom). Mé&jme orientovany ¢i neorientovany graf G = (V, E).
Reknéme o ném, ze se jedna o strom pokud je souvisly a neobsahuje kruznici.

. 2.4 Lock-chart

Tato sekce se zabyva definici lock-chartu. Ten vznika z potieby mit formu
v jaké zapsat vazby a podminky mezi kli¢i a zamky. Lock-chart nam tedy
slouzi jako zadani, které miize nabyvat mnoho podob. Uvedeme nékolik typu
lock-chartt véetné nékolika, jenz se primo netykaji této prace. Dvod existence
tolika druhti lock-chartt je dan nejednotnosti postupii vyrobci pri zadavani
a zpracovani klicovych systému.



2.4. Lock-chart

g mymomsky ko ks kg ks ke

L I

l2

Obrazek 2.1: Obecny lock-chart.

Definice 2.14. (Obecny lock-chart). Obecnym lock-chartem rozumime trojici
{K,L,E}. K je mnozina klicu (keys) a L je mnozina zamku (locks), které
jsou navzajem disjunktni LN K = (. FE je pro nas bindrni relace na L x K a
nazyvame ji mnozinou hran (edges).

Existuje pfim4 spojitost mezi lock-chartem a grafem [I]. Kazdy lock-chart
{K, L, E} je z definice také neorientovanym bipartitnim grafem
{K,L,E U E~!} s nezdvislymi mnozinami K a L. Z toho lze zjednodusit
definici E jako E(k) = {l € L|(k,l) € E} , E(l) = {k € K |(k,]) € E}.
Tedy plati, ze pokud (k,l) € E pak muzeme rict, ze "kli¢ k otvird zamek [".
V opa¢ném pripadé rikame, ze "zamek [ blokuje kli¢ k".
V textu budeme obecny lock-chart diky jeho rozsifenosti a univerzalnosti
nazyvat zjednodusené pouze jako lock-chart.

Ptiklad 2.15. Obrazek 2.1/ na strané |9 znazornuje obecny lock-chart. Sloupce
reprezentuji klice a fadky reprezentuji zamky. Jestlize je policko matice zabar-
vené Cerné znaci to, ze dany kli¢ ve sloupci otvird prislusny zamek v radku.
Formalné bychom tdaje z matice zapsali jako:

K = {g,m1,ma,m3, k1, ka2, k3, k4, ks, ke }
L= {l17l27l33l47l5}
FE = {(g,ll), ey (ml,ll), (ml,lg), ceey (kl,ll), (kQ,lg), .. }

Tedy z definice plati nésledujici tvrzeni: E(g) = L, E(m1) = (I1,12) a
E(kz) = E(ll) pro 1 > ) > 6.
Definice 2.16. (Generdlni, hlavni a vlastni kli¢). Necht je K mnozina kli¢a, L
mnozina zdmki, F mnozina hran a k € K. Jestlize |E(k)| = 1 pak k je nazyvan
vlastnim klicem. Jestlize |E(k)| > 1 pak o k fikame, ze je hlavnim klicem.
A pokud plati, ze |E(k)| = |L| pak o k mluvime jako o kli¢i generalnim.

Lock-chart na Obrazku [2.1| na strané |9 obsahuje jeden generalni kli¢ g, t¥i
hlavni kli¢e mq, mo, mg a Sest vlastnich kli¢t od ki do kg.

Pravdépodobné nejjednodussim pripadem lock-chartu s generdlnim klicem
je diagonalni lock chart. Kazdy takovy lock-chart je pak definovin pouze

9



2. Formalizace

g ki ko ks k4 kl k'2 kS k4

I L
I l2
I3 I3
l4 L4

Obrazek 2.2: Diagonalni a vlastni lock-chart.

jedinym parametrem a to poc¢tem jeho vlastnich klica.

Definice 2.17. (Diagondlni lock-chart). Jestlize lock-chart obsahuje pouze
jediny generdlni kli¢ a zadny dalsi hlavni kli¢, nazyvame pak takovy lock-chart
diagondlnim.

Levy lock-chart na Obrazku [2.2] na strané [10] je diagonédlni. M4 pét klict
K ={g,k1, ko, ks, ks} a ctyti zamky L = {ly,1ls,13,l4}. Kazdy vlastni kli¢ k1,
ka, ks, kq otevird pravé jeden zdmek FE(k;) = {l;} a generalni kli¢ otevirad
vSechny zamky E(g) = L.

Pokud odstranime z tohoto typu lock-chartu generalni kli¢ dostaneme jesté
jednodusi lock-chart. Ten se sice v praxi prili§ nepouziva, ale pro tuto praci
je stézejni.

Definice 2.18. (Vlastni lock-chart). Jestlize lock-chart neobsahuje zadny
hlavni kli¢ pak o ném hovorime jako vlastnim lock-chartu.

Priklad vlastniho lock-chartu najdeme na pravé strané v Obrazku 2.2/ na
strané [10.

Pro tplnost jesté zavadime definici pro vztah dvou lock-chart ve smyslu
podmnoziny. Vlastni lock-chart z Obrazku [2.2| na strané 10| je zaroven castec-
nym lock-chartem lock-chartu diagonédlniho na stejném obrazku vlevo.

Definice 2.19. (Casteény lock-chart). Necht T = {K, L, E} je lock-chart, pak
T ={K, L, E} je cdstecny lock-chart k lock-chartu T pokud plati, ze K C K,
LC L akECE. Tedy piseme, ze T C T.

B 2.5 Mnozina vlastnich klica.

Cilem této prace je extrahovani ¢astecného lock-chartu z obecného zadani
bez pridanych podminek, tak aby splioval podobu maximéalniho lock-chartu
vlastniho. Tedy pokud si predstavime zadany lock-chart jako binarni matici,
nasim tkolem je najit nejvétsi diagondlu zamkl otviranych klici.

10



2.5. MnozZina vlastnich kli¢a.

Nejnaivnéjsim pristupem k nalezeni takové diagonaly by bylo preskupeni
zadaného lock-chartu do podoby obecného lock-chartu z Obrazku [2.1] na
strané 9. V takovém pripadé by stacilo pouze "ukrojit"pravou ¢ast matice.
Problémy ale v této metodé nastavaji dva a jak se dale v praci ukaze jsou
to problémy klicové (jak ve smyslu tématu préace tak v dulezitosti). Prvni
z problému je pocet takovych kombinaci lock-chartu. Museli bychom vyzkouset
|K|!- |L|! mnoznosti, coz by znamenalo exponencialni rist po¢tu kombinaci
v zavislosti na vstupni matici.

Definice 2.20. (Permutace). Necht je n, k € W. Faktoridl je funkce n! =
n-(n—1)---2-1. Po¢atek fady je definovan jako 0! = 1. Jako binomicky
koeficient pak nazyvame (%) = #'_k),, ktery iké pocet k voleb z n objekti.
Jinymi slovy tuto funkci mizeme nazyvat jako permutaci.

Druhy problém je praktictéjsi. Redlné zadani lock-chartu totiz nemusi
byt "hezky" zadané jako v doposud uvedenych obrazcich, ale mtuze nabyvat
lock-chartu. Ten se totiz nemusi zapisovat postupnym systematickym razenim
hlavnich a vlastnich kli¢t. Zaroven v obecném zadani predpokldadédme existenci
hlavnich a centralnich vlozek.

Definice 2.21. (Hlavni zdmek a centrélni vlozka). Necht je K mnozina klict,
L mnozina zdmku, F mnozina hran a k € K. Jestlize |E(l)] = 1 pak [ je
nazyvan vlastnim zamkem. Jestlize |E(l)| > 1 pak o k fikdme, ze je hlavnim
zdmkem. A pokud plati, ze |E(l)| = |K| pak o [ mluvime jako o centrdlni
vloZce.

Centralni vlozka a hlavni zamky jsou vlastné takovou obdobou hlavnich a
generalnich klici jen z opacné dimenze lock-chartu a to z mnoziny zamku.

B 2.5.1 Formalni definice problému

(Pfifazeni vlastniho klice a zdmku). Z definici uvedenych vyse vime, ze vlastni
klicem rozumime takovy kli¢ k € K, pro ktery plati |E(k)| = 1. Jestlize plati,
ze E(k) =1 a zaroven |E(k)| = 1 pro néjaky zamek [ € L pak fikame, ze "k
je vlastnim klicem zamku 1". V opacném pripadé tvrdime, Ze "k neni vlastnim
klicem zadného zamku z L". Obdobné tvrzeni plati pokud mame E(I) =k a
zaroven |E(l)| = 1, pak fikdme, ze 'l je vlastnim zamkem klice k". V opa¢ném
pripadé tvrdime, Ze "l neni vlastnim zdmkem zadného klice z K".

Definice 2.22. (Reseni). Mé&jme lock-chart T = (K, L, E). Necht existuje
mnozina dvojic kli¢i a zamka o = {(k;,[;),...}. Mé&jme, ze pro kazdou
dvojici (4,7) v mnoziné o plati, ze E(k;) = [; A E(l;) = k;, coz znamena, ze
vSechny dvojice klict a zamkt (k;,[;) v o tvoii bijekci. Jestlize pro vSechny
(ki,l;) € o plati, ze E(k;) = E(lj) = 1 pak fikdme, Ze o je Tesenim problému
hledani vlastnich kli¢a (vlastniho lock-chartu).

Definice 2.23. (Optimalni feseni vlastnich kli¢i). Necht mame mnozinu vSech
feseni O = {01,09,...,0,}, kde 0; je jedno FeSeni pro i € N. Poétu dvojic
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2. Formalizace

ki ko kg ka ks ke ki ko ks ka ks ke
I b
lo lo
l3 lg
Iy ls
l5 I
le le

Obrazek 2.3: Lock-chart a jeho maximalni vlastni ¢dstecny lock-chart.

prifazeni vlastniho klice k zamku |o;| fikdme velikost Feseni. Reknéme, ze
feseni je optimdlni pokud se rovnd oma, = maxz{|o1],|o2|, ..., |on|}.

Vidime, ze optimalni feseni je takové, které najde bijekci vlastnich klict
k vlastnim zamkim a je zaroven bijekci maximalni.
Definice 2.24. (Castecné a zadné feSeni vlastnich kli¢t). Necht médme dvé
feSeni 0, Omaz, Kde Opmqs je optimalnim feSenim. Jestlize |o| > 0 a zdroven
0 C Omaz pak fikdme, Ze se jednd o castecné feseni. Pokud |0pq.| = 0, pak
fikdme, ze zadani nema Zddné TesSeni.

Pripad, Ze by zadani nemélo Teseni je pouze teoreticky. Redlné by mohl
nastat pouze v pripadé, ze lock-chart nema zadné zamky otvirané kli¢i a
takové zadani je z principu nesmyslné. Jakmile existuje alespon jeden pripad,
kdy kli¢ otevird zamek, tak se tento pripad rovna feseni o velikosti |o| = 1.
Stejné tak nemd uvazovat v pripadé feseni o velikosti |o| = 1 o dalsich
castecnych resenich, nebot feSeni velikosti 1 je nejmensi mozné.

Poznamenejme jesté, ze optimalnich feseni muze byt vice, pak o ¢astecném
feseni hovorime v souvislosti s tim optimalnim resenim ke kterému se vztahuje.
Obecné neplati, ze kazdé ¢astecné feseni je podmnozinou kazdého optimalniho.
Priklad 2.25. Méjme dané zadéni lock-chartu z Obrazku [2.3| na strané [12.
Vlevo je zadani od vyrobce a vpravo je vyznacend maximalni mnozina vlast-
nich kli¢. Cervend barva znaéi piifazeni vlastniho kli¢e jeho piislusnému
zémku.

Maximalnim feSenim problému hleddni maximalni mnoziny vlastnich kli¢u
je mnozina opar = {(k1,15), (k2, 1), (ka,12), (ke, l6) }-

Velikost feseni je |0pqz| = 4.

Pro ilustraci je jesté uveden Obrazek [2.4 na strané [13] stejného problému,
jen s permutovanymi radky a sloupci matice pro lepsi prehlednost ¢tenare a
jednodussim vizualnim ovéreni spravnosti reseni.

Jde si vsimnout toho, Ze maximalni, tedy optimalni, feseni nemusi byt
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2.5. MnozZina vlastnich kli¢a.

ks ks ko ki ki ks ks ks ko ka ki ks

Obrazek 2.4: Permutovany lock-chart z Obrazku 2.3/ a jeho maximalni vlastni
castecny lock-chart.

nutné pouze jen jedno v celém zadani.

Napiiklad mnozina dvojic {(k1,15), (ke, 1), (k4,12), (ke,14)} je také optimal-
nim resenim.

B 2.5.2 Pievod problému do tridy P

Mizeme si polozit otdzku, zda jde nalezeni maximalniho vlastniho lock-chartu
prevést na jiny vypocetni problém. Exponencidlni rist slozitosti dany permu-
tacemi zadaného lock-chartu neni nijak lakavy k prozkouméani. Pfevedenim na
"jednodussi” tlohu bychom ziskali lepsi predstavu o ¢asové slozitosti problému
od které se da déle optimalizovat. Jako prvni se vybizi maximalni parovani
[2] diky moznému prevodu lock-chartu na bipartitni graf z definice obecného
lock-chartu. Zaroven vime, ze hledani maximalniho parovani lze prevést na
ulohu toku v sitich a jsme takovou tilohu schopni fesit v polynomidlnim case.
Definice 2.26. (Maximalni parovani). Necht G = (V, E) je neorientovany
graf. Mnozina {M C E} se nazyva parovanim grafu G, pokud zadné dvé
hrany v M nemaji spolec¢ny vrchol. Prazdnd mnozina je pak parovanim na
kazdém grafu.

Mazximdlni pdrovdani grafu je takové parovani, které ma nejvice hran. Graf
muze mit nékolik riznych maximalnich parovani.

Pro dplnost jesté uvadime definici perfektniho parovani, nebof se jedné
o specialni pripad, kdy zadany lock-chart je jiz vlastni.
Definice 2.27. (Perfektni parovani). Necht G = (V| F) je neorientovany graf.
Perfektni parovani grafu je parovani, které pokryva vsechny vrcholy grafu.
Grafy s lichym poc¢tem vrcholi nemohou mit perfektni parovani. Kazdé
perfektni parovani je zaroven maximalnim parovanim.

Na Obrazku [2.5| na strané [14] vidime, ze takovy prevod je perspektivni.
Vyznacené maximalni parovani je skuteéné nasi hledanou maximalni dia-
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2. Formalizace

k1 ko ks

Obrazek 2.5: Lock-chart a jeho prislusné maximdlni{ parovani (to se rovnda
vlastnimu lock-chartu).

k1 ko k3

Obrazek 2.6: Lock-chart a jeho pfislusné maximélni parovani (to se nerovna
vlastnimu lock-chartu).

gonalou. Plati tedy, Ze kazdé maximalni parovani se rovna maximalnimu
vlastnimu lock-chartu? Tedy, odpovida kazdé maximalni parovani néjakému
optimalnimu feseni tlohy? Odpovéd na tuto otazku je bohuzel zaporna. Neni
tak tézké najit protiptiklad viz Obrazek na strané

Zkusime prevod grafu, tedy néjakého usporadani vrchold, na podobu binarni
matice, tedy lock-chartu. Chceme najit v tomto usporadani néjakou vlastnost,
kterd by byla ekvivalentni s hledanim naseho vlastniho c¢éstec¢ného lock-
chartu. V matematickych definicich jsme si v tvodu této kapitoly povédeéli
o ¢astecném usporadani. To je relaci, ktera je zaroven reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Pokud bychom predpokladali, ze zadani spliuje vlastnosti
castecného usporadani, jako vhodné volba ekvivalence s vlastnim lock-chartem
se jevi nalezeni antichain podmnoziny.

Definice 2.28. (Antichain). Necht S je mnozina vrcholi ¢astecného uspo-
fadani. Rekneme o jeho podmnoziné A C S, 7e je antichain pokud nejsme
schopni zadné dva vrcholy porovnat.

Jinymi slovy plati to, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy z podmnoziny A
neexistuje zadna relace. [16]
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2.5. MnozZina vlastnich kli¢a.

Graf prevedeme na matici nasledovné: Nejdiive vytvorime matici soused-
nosti pro zadany graf a poté tuto matici interpretujeme jako lock-chart, kde
radky a sloupce odpovidaji stejnym vrcholim ze zadaného grafu.

Jelikoz je mnozina reflexivni, vznikd nam v lock-chartu diagonala. Z vlast-
nosti antisymetrie mame zaruceno, ze po sefazeni radku a sloupci vznikne
trojuhelnikova matice, tedy mame jisté, ze bude v nejhorsim pripadé i ¢tver-
covd podmnozina fadkl a sloupct ve tvaru trojihelnikové matice a z definice
mnoziny antichain vime, ze kazdé dva uzly z jeji mnoziny jsou na sobé neza-
vislé, v tomto pripadé nejsou spojeny hranou. To znamend, ze pokud policko
matice ma nenulovou hodnotu a neni prvkem diagondly, pak vime, ze pro
dany tadek a sloupec tohoto policka, tedy dvou riznych vrchola plati, ze
oba dva nemohou byt pritomny v antichain mnoziné. Maximalni antichain
podmnozina je skuteéné ekvivalentem maximalniho vlastniho c¢dsteé¢ného
lock-chartu.

Priklad 2.29. Na Obrazku [2.7| na strané [16| vidime vpravo zadani, které
splnuje podminky ¢astecného usporadani. Vlevo na stejném obrazku je pak
jeho prevod do podoby grafu a cervené vyznacend maximélni podmnozina
antichain.

Maximalnim fesenim problému hledani maximalni mnoziny vlastnich kli¢a
je mnozina omar = {(ks,3), (ks,5), (k7,17)}. Velikost Teseni je |0pmaz| = 3.

Vsimame si vSak jedné zvlastnosti na rozdil od prevodu na maximalni

parovani uvedené vyse. Graf je orientovany a neobsahuje uzel pro kazdy kli¢
a kazdy zamek, ale pouze pro kazdou dvojici k; a l; pro ¢ € N, kde se dané
indexy i rovnaji. Toto je zpusobeno pocatec¢nim predpokladem, ze zadani
spliiuje podminky ¢astecného usporadani.
Je naptiklad lock-chart na Obrazku[2.3|na strané[12|¢dste¢né usporadani? Diky
permutaci na Obrézku 2.4/ na strané |13| vime, Ze neni (staci si zkontrolovat, ze
dand matice nemuze byt nikdy trojihelnikova). Ale zde presné lezi problém
prevodu. Za prvé se omezujeme jen na urcitou tiidu zaddni lock-chartu (obecné
nemusi byt v podobé ¢asteéného usporddani) a za druhé abychom ovérili,
ze zadani je skuteéné ¢astecnym usporaddnim, museli bychom opét provést
pocet permutaci, ktery roste exponencidlné s velikosti zadaného vstupu.

Bl 25.3 Pievod problému do tiidy NP

Jelikoz nejsme schopni prevést tilohu na jinou ze tfidy P, coz by znacné
usnadnilo vypocetni slozitost, provedeme alespon prevod na SAT, ktery nam
pak poslouzi jako dolni odhad pri tvorbé novych algoritmu.

Definice 2.30. (Konjunktivni normalni forma). Méjme vyrokovou proménou
x, jeji urcené literdly jsou pak x a —z. Jako klauzuli oznacujeme disjunkci
literalu (znacime x V y pro literdly = a y) a pokud mame konjunkei klauzuli
(zna¢ime a A b pro klauzule a a b), pak o takové konjunkci fikdme, Ze je to
formule v C'N F neboli v konjunktivni normdlni formé. Velikost C'N F' zna¢ime
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2. Formalizace
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Obrazek 2.7: Céstecné usporadani (s vyznaéenym antichain) a prevedeni do
lock-chartu

jako |C| pro mnozinu vSech klauzuli C.

SAT (Boolean satisfiability problem) je kombinatoricky problém, ktery se
snazi vyresit formuli. To znamend, ze pro néjakou formuli F' ve tvaru CNF,
jenz obsahuje konjunkci klauzuli, se snazime najit ohodnoceni tak, aby byly
vechny klauzule splnéné. Uloha lezi ve t¥idé N P-tuplngch problému (dokézana
Cook-Levin vétou [9], [I5] v sedmdesatych letech minulého stoleti). Pokud
jsou vsechny klauzule v zadani maximalné o velikosti n literald hovorime

o n-SAT [12].

Samotny pfevod problému provedeme nasledovné: Méjme zadany lock-chart,
tedy mnozinu kli¢tt K, mnozinu zdmkia L a mnozinu hran E. Jako mnozinu
proménnych vezmeme vsechny klice, zamky a pozice v lock-chartu kde néjaky
kli¢ otevird zamek.

Tedy formalné:

Lit = {kl, kQ, ceoy kn, ll, lQ, . ,lm, 61,1, 6172, ceoy 617m, 6271, e ,6n7m}, kde i,
J jsou indexy klici a zdmki a e; ; € E je hrana mezi danym klicem a zdmkem
ki € K, lj e L.

Klauzule pak mame nasledujicich tvart:
1. Pokud vybereme kli¢ k € K a zamek [ € L do Teseni a plati, ze E(k) =
a FE(l) = k, pak fikdme, ze dvojice (k,[) je soucésti reseni.

2. Jestlize mame hranu e € E v TeSeni, kterd je dand jako F (k) = [, kde je
k € K, pak soucasti feseni je i kli¢ k.

3. Jestlize mame hranu e € E v feseni, kterd je dand jako E(l) = k, kde je
l € L, pak soucasti feseni je i zamek .

4. Pokud vybereme kli¢ k € K do feseni, pak musi byt alespon jedna hrana
z néj vedouci v Teseni.
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2.5. Mnozina vlastnich klicd.
5. Pokud vybereme zamek [ € L do Teseni, pak musi byt alespon jedna
hrana z néj vedouci v reseni.

v 7 v v 7’ . . . 7 / 7’
6. Jestlize médme hranu e € F v TeSeni a existuje jind hrana e € F, kterd
se shoduje v jednom z krajnich uzli s uzlem vedoucim z e, pak takova

’ 7’ v 7 7 vV Vv e

hrana e neni soucésti reseni.

Prepis klauzuli je pak nasledujici pro 1 <i,u < |K|al<jh<|L|:

1. —=k; V =l V e;; pro Vi, j.

2. —e;; Vk; pro Vi, j.

3. —e;; V1 pro Vi, j.

4. —k; Vei1 V... Ve proVi,j.

5. —lj Ve V... Veg); pro Vi, j.

6. —e;; V —e;p pro Vi, j, h, kde j # h.

7. —e;j V —ey  pro Vi, j,u, kde i # u.

Méjme na paméti, ze ne vsSechny typy klauzuli se musi v lock-chartu

vyskytovat. Pokud bychom méli tieba zadany lock-chart vlastni, tak pak

nemd posledni dvé pravidla smysl generovat. Mnozinu takto vygenerovanych
klauzuli nazveme Cls.

Priklad 2.31. Vezméme jako zadani lock-chartu Obrazek [2.5| na strané [14]
Formule pro prevod tlohy budou vypadat nasledovné:

1. =k VvV -l Vv e1,1
—ko V =l V €22

—k; V —l3 Veps 3. —ey1 V 11 5 -1 Vv e11
k3 V —l3 V e3:3 —eg2 Vo —lo Voez2
—k3 V =1y V esq —ep3 V3 -l3 Vers Vess
—ez3 V13 -y Voesy
—e3 4 V 14
2. -er1 VvV kq
—e22 V ko 6. —e11 V Teyrs
—er3 V kq 4. —k; Vv €11 Vers —e33 V Te3 4
—e33 V ks —ko V €22 —er3 V mes 3
—esq V ks —kg V €33 V e3q

Miizeme si ovérit, ze Cervené vyznacené feseni na strané 14| je skutecné i
maximalnim feSenim téchto klauzuli. Stejné tak protipriklad zvedeny u Ob-
razku [2.6| na strané 14 jiz diky pfevodu na SAT nehrozi byt poklddan jako
reseni.
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2. Formalizace

Mame sice spravné formalné prespany nas problém do tlohy typu SAT, ale
pokud se pozorné podivame na vygenerovana pravidla, zadné nam nezarucuje
piipad, kdy jsou vSechny klauzule splnitelné. Zadny literal totiz nenabyva
pravdivé hodnoty, tedy mame feseni, avsak velikosti nula (jak jsme jiz vyse
definovali, korektné toto nepovazujeme ani za reseni).

Proto je potieba jesté zavést dalsi sadu klauzuli, které nam zaruci, ze

nalezneme maximélni feseni a zadné jiné (mensi). Je nutné SAT jako takovy
iterovat pres permutace vybéru h kli¢a z celkovych | K| pro ovéfeni existence
feseni velikosti h.
Priklad 2.32. Vezméme jesté jednou lock-chart z Obréazku [2.5| na strané [14]
Jelikoz mé zaddni tii klice, tedy |K| = 3, budeme SATem iterovat velikost
feseni od 1 do 3. To znamena, ze pro kazdou iteraci ¢ budeme pridavat klauzule
o velikosti v; = |K| — i pro i = {0, 1, 2}.

V kazdé iteraci priddme prislusné omezujici klauzule do zadéani tlohy SAT:

1. (Iterace 1.) 2. (Iterace 2.) 3. (Iterace 3.)
ki V ka V k3 ky V ko ky
ko V k3 ko
ki V ks ks

Teoreticky vzato by slo uz v prvni iteraci interpretovat vSechny klice jako
pravdivé, ale prakticky algoritmy pro feseni SATu (napf. miniSAT) se snazi
minimalizovat pocet pravdivych literald, tedy v prvni iteraci povazuje za
nutnou podminku uéinit pravdivym pouze jeden literal.
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Kapitola 3

Algoritmy

V této kapitole si ukazeme algoritmy implementované k hleddni maximéalniho
vlastniho lock-chartu ze zadani. Zavadime nékolik druhti algoritmu, které se
navzajem ruzné doplnuji, volaji a snazi se zlepsit reseni vysledku algoritmii
jinych.

. 3.1 Kritérium

Nez se vrhneme na konkrétni implementace algoritmii zavedme si kritérium
jako komparator mezi dvéma uzly grafu. Tedy pro nase konkrétni zadani
lock-chartu matici méjme, ze kazdy kli¢ k € K a kazdy zdmek | € L je
zaroven uzlem, pripadné spojen hranou pokud existuje prirazeni e € E takové,
7e plati e(e) = (k,1). Rikdme tedy, Ze mame mnozinu uzli U = {K U L}.
Pokud hovorime o néjakém libovolném kritériu ¢ znamena to, ze jsme schopni
booleovsky (ohodnocenim true nebo false) vyhodnotit nasledujici nerovnost
c:u > v pro kazdé dva uzly u, v € U.

Definice 3.1. (Jednozna¢né dané vyhodnoceni kritéria). Reknéme, ze vyhod-
noceni je jednoznacné dané, pokud je deterministické.

B 3.2 Overeni spravnosti reseni

To Ze je problém ve tridé N P znamen4, Ze jsme schopni v polynomidlnim case
overit spravnost feseni. Jelikoz budeme potirebovat proceduru ke kontrole,
zda uz dany iteracni ¢i rekurzivni algoritmus mame ukoncit a vratit nalezené
feseni, zaviddime polynomidlni kontrolu vysledku.
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3. Algoritmy

Algoritmus 3.1. (Ovéfeni fesent).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E)
vystup : true pokud je feseni diagonalou, false pokud neni

1 Funkce 0vé¥-ReSeni(T)

2 for k : K do

3 col = true;

4 for [ : L do

5 if (k, [) € E then
6 if col then

7 ‘ col = false;
8 else

9 ‘ return false
10 end
11 end
12 end
13 if col then
14 return false
15 end

16 end

17 for [ : L do

18 row = true;

19 for £ : K do
20 if (k, ) € E then
21 if row then
22 ‘ row = false;
23 else
24 ‘ return false
25 end
26 end

27 end

28 if row then

29 return false

30 end

31 end

32 return true;

B 33 Algoritmy s optimalnim feSenim

Jak jsme si jiz vyse definovali, algoritmus ktery vraci optimalni feseni je
nejlepsi mozny, co se tyce spravnosti a velikosti feseni. Problém je v tom, zZe
jsme schopni prevést hledani maximalniho vlastniho ¢astecného lock-chartu
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3.3. Algoritmy s optimalnim FeSenim

A|Cls|

. @ Taike
@ Lenhci

ol

Obrazek 3.1: Odhad poc¢tu klauzuli v zavislosti na velikosti Feseni

nejlépe na tlohu SAT, ktera lezi ve tridé slozitosti N P-uplnych tloh.

B 3.3.1 SAT

Zéasadni nevyhodou jakékoliv implementace SATu je exponencialni narist
klauzuli podle velikosti zkoumaného lock-chartu. Na Obrazku na strané
vidime odhad oc¢ekdvaného naristu poctu klauzuli. Tento odhad jsme vycislili
z odhadovaného poctu klauzuli pro i-tou iteraci pridanych podminek pro
vynuceni velikosti pravé rovné i + 1 (jestlize iterujeme od 0). Odhad se tak
vlastné rovnd binomické vété. Modrou barvou mame vyznaceny odhad oblasti,
na které bychom mohli vypocetné dosahnout s dobrou vypocetni technikou,
u ¢ervené sekce nemdame zaruceno, ze algoritmus viubec neselze na nedostatek
paméti. Méjme na paméti, ze toto uvazujeme pro obecné zadani, jestlize
budeme fesit malé lock-charty (fadové do desitek klici a zamku), SAT se
pravdépodobné dopocita. Jestlize budeme fesit lock-chart vétsich velikosti
(fadové stovky a vice kli¢u a zdmki), modra oblast na ukdzané kiivce se
pravdépodobné zmensi smérem od stiedu.

Vsimame si jiného trendu. Jelikoz odhad se blizi podobé binomickému
rozdéleni, "lehci"sekce se nachézi na obou koncich krivky. Z toho ndm plynou
dva pripady:

1. ResSeni lezi na krajich rozdéleni.

To znamena, Ze pokud zac¢neme iterovat algoritmus SATu od 1 vyse,
muzeme dosdhnout alespon na ¢astecné reseni, které vyuzijeme v dalsich
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3. Algoritmy

algoritmech. Pokud bychom iterovali od shora dolt, tedy od min(| K], |L|)
nize, mizeme dosahnout na optimalni feseni jako na prvni nalezené reseni.

2. Reseni lezi ve stfedu rozdéleni.

V takovém pripadé plati, Ze muzeme dostat ¢asteéné reseni pri hledani
smérem nahoru od 1 jako v minulém pripadé, avsak hledani odshora
dolti ndm nic nepfinese. K optimélnimu feseni se pravdépodobné pomoci
SATu nedostaneme.

Méjme instanci SATu a predpokladejme, ze se s ni diky poctu vygene-
rovanych klauzuli nedopocitame optimalniho reseni. Ma smysl o takovém
algoritmu viibec uvazovat? Reknéme, Ze existuje néjaky jiny rychly algorit-
mus, ktery nam pomtze "prehoupnout'se pres velikosti reseni, kde je pocet
klauzuli kriticky velky. To udéld tak, Zze ndm poskytne néjaké Castecné te-
seni. Od tohoto vysledku se miizeme dale pokouset feSeni vylepsit. Pak ma
smysl v kombinaci s takovym rychlym (napft. heuristickym) algoritmem SAT
kombinovat. Proto nésledujici algoritmy budou slouzit spise k optimalizaci a
vylepseni Teseni, které najdeme jinymi rychlej$imi metodami.

B SAT bez modifikaci

Algoritmus 3.2. (SAT bez modifikaci).

vstup :lock-chart T'= (K, L, F)
vystup : Pritazeni vlasnich kli¢i a zamku
1 Funkce SAT(T)
2 for i = 1 : min(/K/, [L]) do
3 Lit=K ULUE;
4 Cls = SAT-Klauzule(Lit);
5 reseni = 0;
6 Cls U Omezujici-Klauzule(Lit,i);
7 s = Vytes-SAT(Cls);
8 if s je modelem Cls then
9 Ovéfr-ReSeni (s);
10 feSeni = Extrahuj-ReSeni(s);
11 else
12 ‘ return feseni
13 end
14 end

Jedna se o cistou implementaci prevodu z dlohy hledani maximélni ¢as-
teéného vlastniho lock-chartu na SAT tlohu z minulé kapitoly. Funkce SAT-
Klauzule prevadi jednotlivé klice a zamky do vztahu, které podminuji vlastni
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3.3. Algoritmy s optimalnim FeSenim

castecny lock-chart. Funkce Omezujici-Klauzule priddva podminku pro prav-
divost pravé i kli¢t a tedy i feSeni o velikosti maximélné i. Ovéf-Reseni
je procedura pro korektnost vysledku. Funkce Vytes-SAT vyhodnoti, které
literaly dostanou booleovskou proménou true a které false, tak aby vSechny
klauzule byly splnéné (pokud to jde). Jestlize jde najit takové ohodnoceni
pro vSechny klauzule fikdme, Ze s je modelem mnoziny klauzuli Cls. Funkce
Extrahuj-Reseni slouzi k pievodu z vysledku SATu na nasi dvojici kli¢i a
zémki o.

B SAT s redukci

Necht existuje lock-chart 7" = (K, L, E) s optimalnim Fesenim 0,4, > n.
Méjme instanci SATu, jenz nalezla néjaké ¢astecné feseni velikosti n v iteraci
i, kde i < min(|K|,|L|). Pak sta¢i pro iteraci i + 1 v SATu uvazovat k feSeni
pouze ¢asteény lock-chart 7', ktery neobsahuje kli¢e k € K, jenz nespliiuji
nerovnost |L| — |E(k)| + 1 > n a zamky | € L, které nesplnuji nerovnost
K|~ [EQ)] +12 n.

Algoritmus 3.3. (SAT s redukei).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E)
vystup : Piifazeni vlasnich kli¢i a zamku
1 Funkce SAT(T)
2 for i = 1 : min(/K/, |L]) do
3 Lit=K ULU E;
4 Cls = SAT-Klauzule(Lit);
5 feseni = 0;
6 Cls U Omezujici-Klauzule(Lit,i);
7 s = VyFed-SAT(Cls);
8 if s je modelem Cls then
9 Ovér-ReSeni (s);
10 feSeni = Extrahuj-ReSeni(s);
11 (K, L, F) = Redukce-Lock-Chartu(K, L, E);
12 else
13 ‘ return feseni
14 end
15 end

Diikaz. Jestlize jsme nalezli ¢asteéné reseni o velikosti n, znamena to, ze se
jedna bud o optimalni reseni 0,4, = n anebo o feSeni mensi nez optimalni
Omaz > On. TO znamenad, ze feseni muze obsahovat jediné zamky a klice, které
neotviraji a nejsou otevirany alesponi n — 1 prislusnymi kli¢i a zamky. Méjme
klic k € K, nerovnost |L| — |E(k)| + 1 > n nam fikd, ze kli¢ k neotvird
alespont |L| — |E(k)| zdmki, pocet neotviranych zamku v feSeni je n — 1.
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3. Algoritmy

Kdyby existoval kli¢ k' € K, ktery neotvird |L| — |E(k')| < n — 1 zamkil, uz
z nerovnice vidime, Ze je to méné, nez je potieba k reseni, kde je neotvirdno
n — 1. Pro zamky plati obdobné tvrzeni. O

Méjme stejny algoritmus pro SAT jako v algoritmu |3.2] na strané |22,
Pridejme navic funkci Redukce-Lock-Chartu, ktera na konci kazdé iterace,
jez nalezne Teseni, odebere prislusny pocet radku a sloupcu lock-chartu, které
nespliuji nerovnost danou predpisem redukce.

B SAT s podateénim &asteénym Fesenim

Méjme castecné teseni o velikosti n, tedy i dané prifazeni klica a zamku o,
kde |o| = n. Potom muzeme SAT vyuzit jako vylepsovaci metodu od dané
velikosti ¢aste¢ného feSeni. Tedy zacneme iteraci algoritmu od daného n. Nize
uvedeny pseudokdd obsahuje redukcei prostoru pri nalezeni ¢astecného reseni
stejné jako v algoritmu |3.3 na strané 23|

Algoritmus 3.4. (SAT s s pocateénim CasteCnym FeSenim).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E), velikost ¢astecného feseni n
vystup : Pritazeni vlasnich kli¢i a zamki
1 Funkce SAT(T, n)
2 for i = n : min(/K/, /L) do
3 Lit=K ULU E;
4 Cls = SAT-Klauzule(Lit);
5 feseni = 0;
6 Cls U Omezujici-Klauzule(Lit,1i);
7 s = Vytes-SAT(Cls);
8 if s je modelem Cls then
9 Ovéf-ReSeni (s);
10 feSeni = Extrahuj-ReSeni(s);
11 (K, L, F) = Redukce-Lock-Chartu(K, L, E);
12 else
13 ‘ return reseni
14 end
15 end

Poznamka: Vsimnéme si, ze nevyuzivame konkrétni prifazeni daného feseni
vstupem o, ale pouze jeho velikost. Kdybychom SAT modifikovali tak, aby
zacCinal na konkrétnim Castecném feseni, tedy i jeho prifazeni kli¢t k zamktm,
mohli bychom dojit k horsimu (mensimu) reseni.
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3.3. Algoritmy s optimalnim FeSenim
B 3.3.2 Strom podle kritéria

Méjme mnozinu sefazenych uzld, které fikame sekvence. Kazdy uzel je budto
klicem nebo zamkem. Predpokladejme, ze pokud budeme prochézet sekvenci
v poradi od prvniho prvku do posledniho a v kazdému kroku dany uzel
odstranime z grafu, zbude nam pouze diagonila. Tedy méjme fadu s =
{ur,ug,...,up}, kde n < |K|+|L| a w; € U pro i € N, kterd znaci poradi
klict a zamku, které musime z lock-chartu odstranit, aby nam ztstaly pouze
klice, zamky a hrany, prirazujici vlastni klice zamktm.

Jestlize mame sekvenci s a po odstranéni vSech uzll z s nam zlstane néjaké
feSeni o, pak tento vztah zapisujeme jako s = o.

Necht mdme sekvenci sgypopt, kterd nam ikd, jak dostat feseni ogypope, kde
|0subopt| < |0maz|s Pro Omag, které je optimalnim resenim tlohy.

Definice 3.2. (Blizka reseni). Necht mame dvé rtzna feseni ulohy o;, 02, kde
lo1| < |oz| a dvé sekvence s, s2, kde 51 = 01 a sy = 03. Rikdme, Ze mira
blizkosti je pocet tprav v sekvenci, pridani nového prvku (uzlu ze sekvence) do
mnoziny feSeni nebo smazanim posledniho prvku (uzlu ze sekvence) z mnoziny
resent.

Piedpokladejme, Ze feseni ogypopt 1621 blizko 01pqq, tedy jestlize si zndzornime
sekvenci do podoby stromu, kde nejlevéjsi vétve symbolizuji sekvenci sgypopt
castecného Teseni Ogupopt, Pak tento predpoklad fikd, Ze by se v takovém
stromé mohlo nachézet lepsi feseni vzdalené mirou blizkosti, tedy dany poc¢tem
backtracki (odebrani uzlu) a dalsiho prohledavéni (pridéni uzlu) ve stromé.

Definice 3.3. (Uplna sekvence). Necht méme lock-chart T = (K, L, E) a
kritérium, které generuje sekvenci s. Pokud slou¢ime sekvenci s a uzly (klici,
zamky ), které sekvence s neobsahuje, vytvorime tak novou sekvenci s, jenz
nazjvame tplnou pokud prvnich |s| prvki v fadé s  je totozngch |s| prvnim
prvkum fady s. Jinymi slovy, jedné se o fadu obsahujici vsechny uzly z lock-
chartu T, sefazené podle daného kritéria.

Poznamenejme si, ze tplnd sekvence ma tucel predevsim tucel takovy,
abychom mohli v algoritmu uvazovat vSechny uzly. Jestlize v definici blizkého
feseni mluvime o odstranéni posledniho prvku, myslime tim prvek jenz nemusi
byt nutné poslednim uzlem tplné sekvence.

Postup k hledani optimélniho feSeni je nasledujici: Prochazime strom do
hloubky dokud nenajdeme prvni feseni (nemusi byt nutné optimalni, jelikoz to
z&visi na volbé kritéria). Jakmile na néj narazime, nastavime si spodni hranici
hloubky pod kterou uz nemusime hledat. Backtrackujeme o dva uzly vyse a
zkousime v sekvenci zménit dany uzel za kli¢ nebo zamek, ktery v sekvenci
po ném nésleduje. Jestlize nachazime lepsi nebo stéavajici nejlepsi nalezené
feSeni, prepisujeme spodni hranici a hodnotu nejlepsiho feseni, pokud se
tak nestalo zkousime dalsi uzel v poradi az do konce dané sekvence. Jestlize
jsme vycerpali vSechny uzly, backtrakujeme o uzel vys, jestlize jsme v kofeni
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Obrazek 3.2: Lock-chart a jeden z jeho moznych stromi podle kritéria

stromu vracime posledni nalezené feseni jako optiméalni.

V postupu jsme uvedli nékolik tvrzeni, které dokazeme. Jako prvni to
bude korektnost ofezavani stromu. Tedy fakt, Ze prepsanim spodni hranice
prohledavani nikdy neztratime optimalni feSeni.

Drikaz. Méjme Castecné feseni ogypopt 0 velikosti [0sypopt| = 1, sekvenci pres niz
jsme se k tomuto TeSeni dostali, tedy Ssupopt = Osubopt 0 Velikosti |Ssypopt| = M.
To znamend, ze jsme odstranili z lock-chartu m kli¢u a zamka (uzli) a
mame Easteény ¢tvercovy lock-chart o velikosti |[K'| - |L'|, kde |K'| = |L'| =
| K|+ |L| —|Ssubopt| pro K' € K a L' C L. Pokud bychom odstranili lichy pocet
uzll, lock-chart ktery nam zbyde uz nebude ¢tvercovy a pri odstranéni sudého
poc¢tu uzli bude c¢astecny lock-chart mensi nez ptvodni, tedy nemutzeme
dalsim prohleddvanim do hloubky najit lepsi feSeni. O

Dale jesté uvadime tvrzeni, ze pri nalezeni néjakého reseni provadime dva

kroky backtracku misto tradi¢niho jednoho. Stejné jako v minulém pripadé,
ani u toto drobného prorezani prostoru ndm nehrozi ztrata optimalniho reseni.
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3.3. Algoritmy s optimalnim FeSenim

Diikaz. Méjme Castecné fesent ogypopt 0 velikosti [0sypopt| = 1, sekvenci pres niz
jsme se k tomuto Teseni dostali, tedy Sgupopt = Osubopt 0 Velikosti |Ssypopt| = m.
Jestlize jsme se k ¢asteénému TeSeni dostali pomoci odstranéni m uzli, zddna
jind kombinace odstranéni m uzli nemtze zvétsit vysledny profezany castecny
vlastni lock-chart. Nejblizsi lepsi feseni jsme schopni najit pomoci sekvence
o velikosti m — 2 (pokud takové existuje). O

Algoritmus 3.5. (Strom podle kritéria).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E), sekvence s
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu

1 Funkce CT(T, s)

2 Umaz = 0;

3 used = {};

4 CT-Rekurze (T, s, 0, [s/);

5 return v,,q.;

6 Funkce CT-Rekurze(T, s, h, Ib)

7 if [b == h then

8 ‘ return false;

9 end

10 for node : s do

11 if node € used then

12 ‘ continue;

13 end

14 T =T\ {node};

15 used = used U node;

16 if Ové¥-ReSeni(7') then

17 if Velikost-ReSeni(7') > v, then
18 Umaz = Velikost-Reseni(T");
19 lb=h;
20 used = used \ {node};
21 return true;
22 end

23 else

24 solFound = CT-Rekurze(T', s, h+1, Ib);
25 if solFound then

26 used = used \ {node};

27 return false;

28 end

29 end
30 end

Priklad 3.4. Méjme zadany lock-chart z Obrazku [3.2| na strané |26 a krité-
rium, které ndm vygenerovalo tplnou sekvenci s = {ky,ly4, l2, ko, k3, k5, 3}
Inicializujme si dolni hranici na Ib = |s| a hodnotu nejlepsiho nalezeného
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reseni na vyqe = 0.

Pti prohledani nejlevéjsiho podstromu narazime v hloubce A = 4 na prvni
feSeni o velikosti |Ssupopt| = 2. Miizeme tedy spodni hranici [b nastavit na
Ib = 4 a hodnotu nejlepsiho nalezeného Teseni na v,,,, = 2. Nalezené reseni

je Osubopt = {(k3a l1)7 (k;57 l3))}

Backtrackujeme o dvé patra stromu na uzel l; a zkousime odstranit uzel
v sekvenci po ls, ¢imz se stava uzel ko. Po jeho odstranéni nalézame reseni
o velikosti 3, tedy pro Ib = 3, Vmaz = 3 a Osubopt = {(k3,11), (ka,12), (ks,13))}.

Backtrackujeme o dvé patra stromu vyse, ale po vyzkouseni vSech ostatnich
prvki sekvence, namisto uzlu Iy a posléze po dalsim backtracku uzlu k1, nena-
lézdme lepsi Feseni. 0pmar = {(ks3,11), (k4,12), (k5,13))} a velikost optimalniho
feseni je |0maz| = 3;

B 3.3.3 Binarni strom podle kritéria

Algoritmus 3.6. (Bindrni strom podle kritéria).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E), sekvence s
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu

1 Funkce BCT(T, s)
2 Umaz = 0;
3 BCTRecursion(T, s.proni(), 0, [s/);
4 return v,,q.;
5 Funkce BCTRecursion(T, s, h, Ib)
6 if [b == h then
7 ‘ return;
8 end
9 if Ové¥-Reseni(7T) then
10 if Velikost-ReSeni(T) > v,4, then
11 Umaz = Velikost-ReSeni(T);
12 lb=h;
13 end
14 end
15 node = s;

16 T =T\ {node};
17 BCTRecursion (7, s.next(), h+1, Ib);
18 BCTRecursion (T, node.dalsi(), h, 1b);

U algoritmu stromu podle kritéria lezi jeden optimalizacni problém. M-
zeme totiz projit stejnou cestou ve stromu dvakrat, coz vede ke zbytecnému
vypocetnimu vykonu navic. Stejnou cestou rozumime dvé sekvence s; a sg,
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3.3. Algoritmy s optimalnim FeSenim

Obrazek 3.3: Obecné zapsany bindrni strom pro tii uzly

kde s; = s9, ale poradi prvki v sekvencich se lisi. Abychom se backtrackovani
stejnou cestou v jiném poradi ve stromu vyhnuli, sestavime strom binarné,
tedy v kazdém uzlu stromu se bude rozhodovat, zda dany uzel patii do
sekvence vygenerované kritériem nebo ne.

Na Obrazku na strané |29 mame strom pro sekvenci ¢itajici t¥i prvky,
tedy pro lock-chart o velikosti 2 x 1 (nebo po transpozici matice 1 x 2).
V kazdém uzlu se algoritmus rozhoduje, zda dany uzel bude lezet v sekvenci,
jenz vede k optimalnimu feSeni. Tedy TRUE vétev nam rika, ze dany uzel u
nebude v optimalni feseni 0,4, (TRUE jelikoz tvrzeni, ze bude z ptivodniho
lokc-chartu smazén je pravda), vétev FALSE pak k4 opak, tedy uzel u lezi

V Omaz- Nejlevéjsi cesta stromem k listu kon¢i odstranénim vsech uzla grafu,
nejpravejsi cesta naopak vsechny uzly zanechava.

Jestlize poradi uzld pro jednotlivé hloubky generuje néjaké kritérium, i-
kame, ze se jednd o bindrni strom podle kritéria. Predpokladdme, ze optimalni
reseni bude lezet budto v nejlevéjsi cesté anebo v cesté ji blizké.

Postup k hledani optimélniho feSeni je nasledujici: Prochdzime strom do
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Obrazek 3.4: Prvni dvé nalezend feSeni v bindrnim stromu

hloubky dokud nenajdeme prvni feseni (nemusi byt nutné optimélni, to zavisi
na volbé kritéria). Jakmile na néj narazime, nastavime si spodni hranici
hloubky pod kterou uz nemusime hledat a backtrackujeme o dva uzly vyse.
A7 do tohoto momentu byl postup stejny jako u obecného stromu. Rozdil
je v tom, ze jakmile vkro¢ime do uzlu pres hranu FALSE neupravujeme
nasemu rekurzivnimu volani hloubku o jednicku jako u vétvi TRUE. Vétev
FALSE totiz nezvétsuje délku sekvence, tedy z hlediska velikosti Feseni jej
nemusi zmensovat. Jestlize nachazime lepsi feSeni upravime parametry hranic
a nejlepsiho dosazeného Teseni, pokud nalezneme lepsi stejné feseni po mensim
po¢tu TRUE hran, pak parametry také prepisujeme. Kon¢ime ve chvili, kdy
jsme cely strom prosli.

Ptiklad 3.5. Méjme zadany lock-chart z Obrazku na strané 26, a krité-
rium, které ndm vygenerovalo uplnou sekvenci s = {ki,l4,l2, ko, k3, ks, 13}
Inicializujme si dolni hranici na [b = |s| a hodnotu nejlepsiho nalezeného
feSeni na vVpymee = 0.

Pri prohledéni nejlevéjsiho podstromu nardzime v hloubce h = 4 pri
rozhodovani u uzlu u = k3 na prvni feseni o velikosti |ssypopt| = 2. MiiZeme
tedy spodni hranici (b nastavit na b = 4 a hodnotu nejlepsiho nalezeného
feseni na vyq, = 2. Nalezené feseni je ogupopr = {(k3,11), (ks,13))}.

Backtrackujeme o dvé patra stromu na uzel l5. Volime, Ze I3 nebude v sek-
venci hranou FALSE, poté jdeme levou hranou a odebirdme z potencio-
nalniho reSeni uzel ky. Volame rekurzivné samo sebe a pri rozhodovani na
uzlu u = ks nalézdme feSeni o velikosti 3, tedy v Ib = 3, Ve = 3 a
Osubopt = {(k3,11), (ka, l2), (ks,13))}.

Backtrackujeme o dvé patra stromu na uzel ly. Jelikoz jsme vyzkouseli obé
vétve, tak backtrackujeme na uzel l4. Pro zjednoduseni obrazku nerozvijime
déle strom do hloubky, protoze vime, ze jiz nalezené teSeni je optimalni
z predchozich feseni tohoto prikladu. Algoritmus by déle prochéazel vsechny
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3.4. S heuristickym fesenim

uzly az do hloubky t¥i vétvi TRUE, ale nenasel by jiz lepsi fesSeni, tedy
omaz = {(k3,01), (ka,12), (ks,13))} a velikost optimélniho feseni je |0pqaz| = 3;

Pro zjednoduseni pseudokdédu, neuvazujeme optimalnéjsi verzi s dvojitym
backtrackem pti nalezeni feseni, ale pouze s jednim. V kédu také pro pre-
hlednost zapisujeme prvni prvek sekvence s jako s.pruni a nasledujici prvek
v sekvenci jako node.dalsi.

B34 s heuristickym resenim

Vidime, ze zasadni problém vyse uvedenych algoritmt je jejich vypocetni
slozitost, kde k rostoucimu poc¢tu klici a zamku roste exponencialné i slozi-
tost problému. Proto navrhujeme heuristické procedury na orezani prostoru
grafu, tedy nalezeni néjakého Castecného lock-chartu pro nasledné dopocitani
algoritmy optimalnimi.

B 3.4.1 Biklastrovani

Metoda biklastrovani (v textu budeme nas uvedeny a modifikovany algoritmus
dale uz jen jako BC od anglického slova biclustering poprvé pouzité Borisem
Mirkinem [3]), jenz byva dnes nejcastéji pouzivana k vytézovani dat v oblasti
bioinformatiky [4] se ukézal jako perspektivni pfistup k analyze rozsdhlych
datovych soubort. Myslenka biklastrovani stoji na rozeznavani podobnosti a
jejich néasledné oznaceni ve vstupnich datech.

V praxi muzeme pak pomoci metody biklastrovani identifikovat tFeba skupiny
gentl, které jsou koherentni v ramci skupin podminek, tyto skupiny se nazyvaji
biclustery. Geny pattici ke stejnému biclusteru by méli mit blizké biologické
funkee [5], [6].

Méjme ale na paméti, ze v obecné formé je biklastrovani dokézano jako
N P-tézky problém, lze jej totiz prevést na problém hleddani maximaéalniho
parovani pfes hrany v uplném bipartitnim grafu [7].

Myslenka biklastrovani se tedy nezda byti az tak Spatna. Hledame totiz
v idedlnim pripadé takovy castecny lock-chart, ktery ma podobu lock-chartu
vlastniho. Pokousime se tedy vytvorit takovy klastr, jenz v binarni matici
rozezna diagonalu.

Definice 3.6. (Metoda biklastrovani). Necht 7' = {K, L, E} je lock-chart,
pak BC(K,L,E) = {K,L,E} je funkce, kde K C K, L C L, E C E. Nebo-
li jedna se o proceduru, jenz oreze zadany lock-chart do podoby mensiho
¢astecného lock-chartu.

Postup k hledani heuristického feseni je nasledujici: Zvolime parametr 7,
jenz nam 1ika na kolik klastrii chceme lock-chart rozdélit. Parametr r odpovida
2" klastrum. Méjme zvolené kritérium c, které najde vhodné misto k fezu
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lock-chartu, tedy misto kde lock-chart rozdélime na dva ¢astecné lock-charty
sobé disjunktni. Poté ovérime, zda dané ¢astecné lock-charty nejsou resenim.
Pokud ano, vracime velikost Teseni. Pokud ne, pokracujeme v dalsim fezu.
Ve chvili kdy vycerpame nastavené mnozstvi fezli vracime nejvétsi nalezené
feSenf z mnoziny vytvorenych ¢astecénych lock-charti T;, kde i € {1, ..,2"}.

Ani zde vSak neni nic bez problému. Uspéch algoritmu zavisi na dvou
parametrech (r,c) a nic ndm nezarucuje, ze nalezneme vibec néjaké reseni.

(Volba kritéria fezu c.) V prvni fadé si feknéme, co od takového kritéria
ocekavame. Cilem je najit takové misto, tedy takovou dvojici kli¢t z K anebo
dvojici zdmki z L mezi kterymi provedeme fez. Jelikoz se snazime o co nejlepsi
¢asovou vypocetni slozitost, uvazujme, ze se jedna o polynomialni proceduru,
tedy chceme aby kazdému kli¢i a zamku v lock-chartu priradil redlné cislo.
Jedna se tedy o funkci ¢ : K UL — R. Jako vhodné misto k provedeni fezu se
zda byt takova dvojice klicu (zamku), kde je rozdil jejich kritérii maximalni
nebo naopak minimalni.

Toto vede k nasledujici tvaze: Pokud si sefadime radky a sloupce matice
(lock-chartu), pomuze to néjak reseni biklastrovani? Pfipadné ivahu druhym
smérem. Existuje néjaké serazeni, které nam usnadni fezy lock-charta?

Definice 3.7. (Uplné fazeni). Necht mame lock-chart T' = (K, L, F) a kri-
térium tezu ¢, které kazdému kli¢i a zamku priradi realné ¢islo, tedy ¢ :
K UL — R. Jestlize dokdzeme jednoznacné seradit lock-chart T', pak fikédme,
ze se jednd o uplné razeni

Méjme diagonalni lock-chart z Obrazku|2.2/na strané|10l Pokud bychom jako
funkci ¢ vzali pocet otviranych zamku, pripadné pro radky matice pocet klicu
otvirajicich prislusny zamek a predem dané indexovani kli¢i, pak dostavame
uplné tfazeni. Problém je ale takovy, ze obecné nejsme iplné fazeni schopni
nalézt, tedy obecné plati, Ze neexistuje jednoznacné kritérium k razeni. Staci
si vyzkouset tfeba priklad z Obrazku 2.3 na strané |12,

Redalné se proto nakonec osvédcila nejlépe jedna z nejjednodussich funkei
fezu a to pocet hran, které z vedou z klice do daného zamku Tedy pro kazdé

policko matice M (o rozmérech |K| x |L|) vypo¢teme hodnotu nésledujici
|L|

formuli m; ; = |E(k;)| a hodnotu sloupce pro kli¢ k; jako c : k; — > m, ;.
j=1

Vsimame si, ze hodnota neni zavisla na volbé zamku.

V algoritmu muzeme provést jesté jednu optimalizaci k urychleni vypo-
¢tu. Ohodnoceni fadkl a sloupcii lock-chartu provadime pouze jednou pti
spusténi, tedy neuvazujeme moznost, ze ez muze zmeénit ohodnoceni kli¢u a
zémku pri rozdéleni na ¢astecné lock-charty. Toto zjednoduseni by mohlo byt
implementovano k urychleni vypoctu.

(Volba parametru r). Vidime, ze mé smysl uvazovat parametr r z intervalu
1 < r<loga(|K|-|L|), kde K je mnozina kli¢t a L je mnozina zdmku. Pti¢em?z
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Obrazek 3.5: Rezy pii perfektni volbé parametru r

dolni limit ndm 7ik4, ze provedeme pouze jeden rez a horni limit naopak, ze
kazdé policko matice, tedy kazdy prvek lock-chartu bude v jednom klastru.

Predpokladejme, Zze mame perfektni kritérium rezu, tedy takové, ze dokaze
oddélit generalni a hlavni klice od kli¢u vlastnich pomoci jednoho fezu a
stejnou proceduru i pro centralni vlozku a vlozky hlavni. Pak by optimalni
volba parametru r byla r = 2.

Priklad 3.8. Na Obrazku [3.5| na strané 33| mame zndzornény priklad perfekt-
niho kritéria fezu. Pomoci dvou tezt mezi kli¢i k4, ks a zamky lg, I7 jsme
schopni oddélit maximalni vlastni lock-chart.

Priklad 3.9. Méjme zadany lock-chart z Obrazku|3.2/na strané|26|a volbu para-
metru r = 3. Kriteridlni funkci fezu zvolme nasledovné: m; ; = |E(k;)|-|E(l;)]
a Tez budeme provadét na misté, kde je rozdil primérného kritéria pro néjaké
dva radky nebo sloupce matice nejvétsi. Nejprve spoc¢teme hodnoty matice M
podle vzorce pro m; ;. Dostdvdme pravou matici ohodnoceni z Obrazku 3.6
na strané [35. Nasledné vypocteme prumérnou hodnotu radku a sloupci a
podle nich seradime radky a sloupce matice.

(Tterace 1). Mé&jme ohodnocenou matici z Iterace 1 na Obrézku [3.10 na
strané (36l Jelikoz nejvétsi rozdil d = 13 — 7.8 = 4.2 je mezi fadky jedna
a dva provedeme zde fez. Dale by algoritmus prochéazel paralelné obé dvé
podmatice, my vsak budeme sledovat pouze tu dolni, jelikoz vidime, ze horni
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oddélend podmatice neni nijak zajimava k prozkouméni (muze obsahovat
vlastni ¢astecny lock-chart o velikosti maximalné 1).

(Iterace 2). Rez provadime mezi prvnim a druhym sloupcem diky rozdilu
d =8 —5.3 = 2.7. Vsimame si, Ze jsme hodnoty jednotlivych poli matice
a tedy i praméry prislusnych radkia a sloupcii prepocitali oproti Iteraci 1.
Pokracujeme to dalsi iterace pouze s pravou ¢asti matice, i kdyz algoritmus
zpracovava podmatice obé.

(Iterace 3). Provedeme fez mezi prvnim a druhym sloupcem pro rozdil
d=3.3—1.6 = 1.7 P1i dalsim zavolani rekurze bychom pouze ovérili, ze prava
podmatice je vlastnim ¢asteénym lock-chartem.

7 rekurzi se ndm vrati nékolik feseni, jelikoz jsme zvolili parametr r = 3,
méame tedy 2% = 8 potencionalnich feseni. Mnozina velikost{ viech feseni by
vypadala nésledovné V = 1, 3, pficemz feSeni o velikosti jedna se nékolikrat
opakovalo.

Vysledkem metody je tedy o = {(ks, 1), (k4,12), (ks,13))}, shodou ndhod i

hledané optimalni feSeni 0,4z .

Algoritmus 3.7. (Metoda biklastrovani).

vstup :lock-chart T', parametr k
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu
1 Funkce BC(T, k)
2 if £ # 0 then
3 Rozdél T podle vysledku #ez(T) na T} a Tb;
4 a =BC(Ty, k-1);
5 b =BC(T5, k-1);
6 return max(a, b0);
7 else
8 if Ovér-ReSeni(7T) then
9 if Velikost-ReSeni(T) > U4 then
10 ‘ return Velikost-ReSeni(T);
11 end
12 else
13 ‘ return 0;
14 end
15 end

Poznamky k prikladu: Je zcela jasné, ze v tomto piikladé nema smysl
dale fezat "plné'radky a sloupce, jenz nam zbudou po rozdéleni. Jen bychom
plytvali vypocetnimi prostredky. Ilustrované tri iterace jsou tedy i zndzornénim
optimalizované verze BC.

N
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Obrazek 3.6: Matice ohodnoceni M pred sefazenim.

o jeden kli¢ nebo zdmek pri kazdé iteraci. Obecné to nemusi pro dané kritérium
platit, ale zkusme vytvorit takové pravidlo, které postupné orezava prostor
po jednom kli¢i nebo zamku.

B 3.4.2 Hladové kritérium

Méjme zadany lock-chart ve formé bipartitniho grafu. V minulé kapitole jsme
si ukazali, ze metodou maximalniho parovani nelze dosahnout pozadovaného
vysledku. Je tedy potireba néjakym zpisobem omezit graf tak, aby feSeni bylo
jednoznacné a korektni.

Definice 3.10. (Jednoznacéné feSeni). Méjme bipartitni graf G = (V, E),
mnozinu klici K a mnozinu zamka L, kde plati |K| = |L| = |E| a zaroven
d(l) = d(k) pro vsechna k € K a |l € L. Takovou mnozinu F nazveme
perfektnim pérovanim, jestlize pro vsechny k plati, ze |E(k)| = 1 a pro
vSechna [ plati |E(l)| = 1. Pak o této mnoZiné hovotime jako o jednoznacném
resend.

Na Obrazku [3.11| na strané 37 mame priklad takového jednoznacného feseni.
Vidime, zZe se shoduje s vlastnim lock-chartem.

Hleddme tedy néjaké pravidlo (kritérium) podle kterého bychom z puvod-
niho zadaného lock-chartu dostali ¢astecny vlastni lock-chart a jeho prislusny
graf v podobé perfektniho parovani. Je potieba néjakym zpisobem z mnoziny
uzla U = {ky, Kkl Z‘L‘} mazat prvky, tak abychom po konecném poctu
kroku dostali feseni (ne nutné optimalni). Jedné se tedy v podstaté o speci-
alni pripad metody biklastrovani, kdy provadime fez tak, aby vysledkem byl
sloupce (fadek) a zbytek matice.

Definice 3.11. (Hladovy vybér). Méjme mnozinu uzlu U, kde kazdy uzel
u € U ma ohodnoceni p : u — R. Reknéme, Ze vybér prvku z U je hladovy,
jestlize vybirame prvek maz(p(U)). [17]

Definujme si funkci p jako stupen uzlu. Pravidlo hladového vybéru pak
vypadd nadéjné. Skutecné se chceme co nejdrive zbavit z lock-chartu predevsim
generalnich a hlavnich kli¢ia (obdobné centrélnich a hlavnich vlozek).
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Obrazek 3.10: TTi iterace metody biklastrovani

Priklad 3.12. M¢jme zadani z Obrazku 2.5 na strané [14. Pak funkce p vraci
nasledujici vektor pro p : {ki1, ko, k3, l1,1l2,13,14} — {2,1,2,1,1,2,1}.

Pokud pomoci tohoto hladového kritéria vygenerujeme sekvenci s =
{l3, k1, ks, ka,11,12,14}, tak uz po jednom kroku, tedy odstranéni uzlu I3 do-
stavame optimdlni feSeni |0p,q,| = 3. Problém nastéva ve chvili, kdy pofadi
uzld se stejnou kardinalitou prohodime existuje dalsich 96 serazeni, kde se
dostaneme pouze k ¢aste¢nému TeSeni |0gypopt| = 2. Potiebujeme tedy silnéjsi
kritérium, nez pouhy stupen uzlu.

(Perspektivni hrana). Mé&me prvotni ohodnoceni stupném vrcholu. Chceme
dale seradit ty vrcholy, které se ve svém stupni shoduji s alespon jednim jinym
uzlem, tedy vyhodnotit, ktery z nich je "perspektivnéjsi"do budoucna a ktery
ne. Vime, ze jednoznac¢né feseni ma podobu perfektniho parovani v grafu,
coz je to takovy stav, kdy se stupné rovnaji velikosti jedna. Ptridavame,
tedy navic pravidlo, které radi uzly podle toho, zda néjakd hrana z néj
vedouci neni hranou jedinou uzlu druhého. Formalné kazdé hrané pro kazdy
uzel pritadime celé ¢islo single : v — {ai,...,a,} prou € U a a; € N,
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Obrazek 3.11: Perfektni parovani pro vlastni lock-chart

ki ko ks ka

tedy vektor prirozenych ¢isel kazdému uzlu, jenz odpovida stupnim uzlim
koncovym k prislusnym hrandm. Jestlize v daném vektoru neni obsazeno ¢islo
jedna hovorime pak o takovém vrcholu jako o perspektivnéjsim ve smyslu
v porovnani se vSemi ostatnimi uzly se stejnym stupném.

Myslenka je tedy nasledujici: Jestlize z uzlu vede cesta hranou do koncového
uzlu pouze se stupném jedna, pak pokud tento uzel (pocdtecéni) odstranime,
tuto cestu z potencionalniho feseni navzdy ztratime. Pokousime se tedy ji
ponechat ve vysledné podmatici co nejdéle.

Algoritmus 3.8. (Hladovy bez modifikaci).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E)
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu

end
return Velikost-ReSeni(T);

1 Funkce Hladovy(T)

2 while Maximalni-Parovani(7) # /E/ do
3 n = maz(T);

4 if 1 ¢ single(n) then

5 ‘ T =T\ {node};

6 end

7

8

Pt¥iklad 3.13. M¢jme zadani z Obrézku [2.5 na strané [14. Funkce single vraci
nasledujici vektory pro vrcholy single : k1 — {1,2}, single : ko — {1}, ...,
single : 1y — {2}.

Pomoci hladového kritéria zvolime uzel k odstranéni z lock-chartu. Hladové
kritérium vyhodnoti jako nejvétsi uzly tii a to kq, k3 a I3 s velikosti 2.
Aplikujeme na né pridané pravidlo perspektivni hrany, tedy single : k1 —
{1,2}, single : k3 — {2,1} a single : I3 — {2,2}. Z prislusnych vysledku
funkci vidime, Ze jako jasny vitéz a tedy kandidat k odstranéni je uzel I3, jelikoz
jako jediny neobsahuje perspektivni hranu. Po odstranéni uzlu dostavame
optimalni feseni |0ymq2| = 3.

Ve vyse uvedeném prikladé jsme vidéli, ze lze touto metodou ziskat opti-
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3. Algoritmy

maélni feseni, toto vSak neplati obecné. Perspektivni hranou pouze zvysujeme
pravdépodobnost nalezeni lepsiho reseni.

B Hiadovy s redukci poéateéniho prostoru

Méjme nasledujici tvrzeni: Jestlize je uzel obsazen v né¢jakém maximalnim
parovani pak je bude spise lezet v kone¢ném feseni. Jestlize tedy mame
deterministicky algoritmus pro hledani maximalniho parovani - vrati po
opakovaném volani na stejném vstupu jedno a totéz parovani, pak pokud
toto parovani zavolame na lock-chart T'= (K, L, F') k dalsimu hledani feseni
budeme uvazovat pouze ty uzly prislusného bipartitniho grafu, které byly
obsazeny v daném maximalni parovani.

Algoritmus 3.9. (Hladovy s redukei pocatec¢niho prostoru).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E)
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu

Funkce Hladovy(T)
T =T NMaximdlni-Parovani(T);
while Maximalni-Parovani(7) # /E/ do
n = max(T);
if 1 ¢ single(n) then
‘ T =T\ {node};
end
end
return Velikost-ReSeni(T);

© W N O s W N

B Hiadovy s odstranénim duplikaci

V prubéhu iteraci hladového algoritmu muze nastat situace, kdy vzniknou dva
totozné radky nebo sloupce v matici dané zadanym lock-chartem. Tato modi-
fikace feseni nejen problém vzniklych duplikaci, ale i odstranéni prazdnych
uzld, které vznikaji pii nutnosti smazani perspektivniho uzlu. Obé operace
zlepsuji velikost feSeni za cenu vyrazného zpomaleni prabéhu algoritmu.
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Obrazek 3.12: Kritérium podmnoziny s protiprikladem optimalnosti

Algoritmus 3.10. (Hladovy s odstranénim duplikaci).

vstup :lock-chart T'= (K, L, E)
vystup : Velikost vlastniho lock-chartu

Funkce Hladovy (1)
T =T NMaximdlni-Parovani(7);
while Maximalni-Parovani(7T) # /E/ do
n = maz(T);
if 1 ¢ single(n) then
T =T\ {node};
T = Odstrafi-Duplikace(T);
end

© 00 N O A W N

end
return Velikost-ReSeni(T);

-
o

Vybér hladového kritéria je dany dosdhnutim pomérné dobrych vysledkt
proti vypocetnimu vykonu. Obecné lze ale algoritmt vyuzivajicich néjaké
kritérium dosadit kritérium vlastni podle zadaného typu lock-chartu (tyto

vvvvv

poznatky s experimenty s volbou kritéria:

(Kritérium podmnoziny). Mé&jme tadek (sloupec) dany je binarni fetézec,
kde 1 symbolizuje, Ze kli¢ otevird (zdmek je otvirdn) a 0 opak. Reknéme,
ze jsou dva binarni fetézce a, b v relaci podmnozina jestlize pro ¢ = |a — b|
plati, ze min(c) = 0. Tedy neobsahuje zddnou —1, coz znamend, Ze fetézec
s méné vstupy obsahuje jen tytéz otvirané polozky jako Tetézec s vétsim
poctem otviranych. Libovolny neprazdny retézec je podmnozinou generalniho
klice. Takové kritérium bohuzel neni obecné optiméalni a oproti hladovému je
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3. Algoritmy

optimalni.

(Pravidelné odstranovani radku a sloupci). Toto pfidané kritérium vypada
na prvni pohled rozumné, jelikoz se snazime dosahnou ¢tvercové matice jako
vysledku. M4 ho vSak smysl uvazovat pouze v ptipadech, kdy médme zajisténo,
ze lock-chart neobsahuje duplicity, coz dava zaroven pozadavek na vypocetni
vykon.
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Kapitola 4

Experimenty

V této kapitoly si ukdzeme vysledky béht implementovanych algoritma a
overime nékteré hypotézy, které porovnavaji jejich béh, co se tyce casu a
velikosti Teseni.

Pracujeme s dvéma sadami dat:

(Verfejnda sada dat). Tato sada dat byla vyjmuta z diplomové prace Anny
Lawer [1]. Dokonce zanechdvame pro prehlednost ¢tenafe i stejnou notaci
pojmenovani prikladd. Sada se déli na tii typy prikladd. Mame tu ty které
jsou oznaceny jako lehké, ty jsou zhruba do velikosti 20 kli¢t. Stredné tézké
jsou do 40 a zaroven obsahuji vice hlavnich kli¢d a jako tézké jsou povazovany
priklady zhruba do 100 kli¢a. Sada obsahuje 20 prikladu.

(Komer¢ni sada dat). Tato sada nemé zadné piithodné rozdéleni jako sada
verejna. Snad jen poznamename, ze se zde vyskytuji priklady od velikosti radu
jednotek az po stovek. Nejvétsi priklad obsahuje zhruba 2000 klict a zamk.
V tabulkach porovnavajici algoritmy nebudeme uvazovat tento komercéni
priklad G11 ackoliv byl testovan. Duvodem je jeho rozsahlost, protoze jen
dva z algoritmi dobéhly (hladova kritéria bez duplikaci) a kdybychom ho
zapocitali do prumérnych hodnot vyrazné by zlepsil tyto dva algoritmy co
se tyce velikosti feseni a netmérné je zhorsil v rdmci ¢asového vysledku.
Sada obsahuje 11 prikladt vcetné vylouceného prikladu G11. Nejvétsim
dopocitanym piikladem pro vSechny algoritmy se tak stava komercéni priklad
o velikosti zhruba 500 kli¢t a zamk.

Déle budeme uvadét jednotlivé znaceni algoritmu v tabulkach a grafech:

H odpovida hladovému kritériu, BC metodé biklastrovani a SAT stan-
dardné implementaci SATu. Pridany parametr R nebo negace =R odpovida
pocatecni redukci prohledavaciho prostoru podle metody maximéalniho pa-
rovani nebo nevyuziti redukce a parametr D nebo negace =D odpovida
odstranéni duplikaci v prostoru pro kazdou iteraci daného algoritmu nebo
jeho nepouziti. Méjme na paméti, ze SAT redukovany odpovida redukci
prostoru klauzuli a ne parametru R. U kazdé metody biklastrovani priddvame
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typ o1 |on] t1 tn ex [%]
SAT redukovany 1.0000 | 9.1279 | 0.0017 | 4.5458 | 100
SAT redukovany H R =D | 16.9151 | 16.9151 | 0.0052 | 0.0052 | 100
SAT redukovany H R D 17.2112 | 17.2112 | 0.0289 | 0.0289 | 100
SAT redukovany H —R =D | 16.9151 | 16.9151 | 0.0050 | 0.0050 | 100
SAT redukovany H -R D | 17.2112 | 17.2112 | 0.0160 | 0.0160 | 100
SAT nahoru 1.0000 | 9.7621 | 0.0016 | 6.7261 | 100
SAT dolu 15.2085 | 15.2085 | 0.4741 | 0.4741 85

Tabulka 4.1: Pramérné hodnoty SAT pro verejnou sadu dat.

¢islo, které odpovida parametru fezu r, takze napiiklad BC R D 15 by fikalo,
ze r = 15. Zaroven u této metody uvazujeme jako kritérium rezu pouze podle
klice, tedy misto kde rez provadime bylo spoc¢teno pouze na zakladé informaci
dané klicem.

Daéle se budeme v tabulkich odkazovat na pét klicovych éisel. |o;| ndm
iika velikost prvniho nalezeného feSeni danym algoritmem a |o,| feSeni po-
sledniho. t; je pak odpovidajici ¢as nalezeni prvniho reseni a obdobné ¢,
je Cas nalezeni finalnfho reseni. Hodnota ex nam udava pro kolik procent
prikladt vratil algoritmus aspon néjaky vysledek. Specialné u verejné sady
jesté pridavame ke zkoumani kolonku opt, ktery ik kolik procent priklada
dobéhlo k optimélnimu feseni. Diky rozsdhlosti a komplexité neverejnych dat
neni optimalni reseni u vsech téchto prikladt znamo. Hodnotu opt uvadime
pouze v Tabulce 4.3| na strané |43.

Uvedme jesté, ze zde uvedené metody biklastrovani v sobé volaji i vypocet
hladového kritéria v pripadé, ze chceme u jednotlivych klastri vyhodnotit,
zda se v nich nenachézi vlastni lock-chart. Tato modifikace byla pridana za
ucelem zvyseni Sance nalezeni feseni.

Vsechny testy probihaly na vypocéetnim serveru CVUT FEL Hyperion, kde
bylo k dispozici az 16 vldken a 124 GB paméti RAM. Kazdému algoritmu
byl pfifazeny timeout 2 hodiny, ale maloktery z prubéhd musel byt timto
timeoutem zariznuty, protoze bud dobéhl diive anebo vypocet selhal na
nedostatku paméti.

B a1 Hypotézy o SATu

Méjme hypotézu takovou: SAT algoritmus vraci optimdini resend.

Z uvedenych tabulek vidime, Ze tvrzeni hypotézy neni dost silné, aby
platilo, nebot u vefejné sady dekrementacni SAT v 15% pripadu nevraci
zadné Teseni. U komerc¢ni sady dat je situace jesté horsi, zadna varianta
SATu zde nedobihé stoprocentné a kdyz se podivime u vefejné sady na
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|01’ |0n| tl tn ex [%}

SAT redukovany 1.0000 | 5.2360 | 0.0395 | 29.8451 100

SAT redukovany H R =D | 23.9639 | 24.8413 | 0.1437 | 0.3306 | 72.73

SAT redukovany H R D 33.0140 | 33.8888 | 2.4923 | 3.8956 100

SAT redukovany H —R —D | 21.7335 | 24.0994 | 0.1888 | 0.4242 | 72.73

SAT redukovany H -R D | 23.8255 | 24.6979 | 1.3200 | 2.4596 | 72.73

SAT nahoru 1.0000 | 5.2360 | 0.0387 | 31.0238 | 100

SAT dolu 12.8836 | 12.8836 | 1.8745 | 1.8745 | 36.36

Tabulka 4.2: Pramérné hodnoty SAT pro nevefejnou sadu dat.

typ opt [%]
SAT redukovany 25
SAT redukovany H R —D 80
SAT redukovany H R D 100
SAT redukovany H =R —D 80
SAT redukovany H =R D 100
SAT nahoru 50
SAT dolu 85

Tabulka 4.3: Pocet optimdlnich feSeni pro jednotlivé SAT instance.

pocet nalezenych optimélnich feSeni, tak vidime, Ze pouze SAT redukovany
s odstranénim duplicit nachazi vzdy optimalni feseni.

Preformulujeme hypotézu takto: Jestlize SAT algoritmus dobéhne, pak vraci
optimdlni resend.

Tedy jestlize uvazujeme pouze takové priklady, kdy nam stacila k dopocitani
pamét a SAT mél veskeré vypocetni prostredky aby dobéhl, pak na vSech
takovych piikladech SAT vraci optimalni feseni. Na Obrazku 4.3 na strané [50
mame dva takové priubéhy u prikladu z vefejné sady M108 a M109. SAT
pak vraci optimalni feSeni na vsSechny ptiklady, kde dobiha. Hypotézu z
dat potvrzujeme, i kdyz jsme stejného vysledku mohli docilit teoretickym
diikkazem spravnosti hypotézy.

Diikaz. Algoritmus postupné iteruje pres vSechny mozné velikosti feseni, tedy
od 1 do |K| pokud jdeme smérem nahoru a ve sméru dolu je prvni nalezené
fesSeni nejvétsi mozné. Mame tedy zaruceno, ze SAT vyzkousi existenci vSech
velikosti reseni v jednom sméru a maximalni moznou ve sméru druhém.

Predklddame jesté jednu hypotézu: SAT doli vraci nejlepsi resent, ale je
nejméné spolehlivy.

7 Tabulek [4.1] a [4.2] vidime, Ze SAT dolt m& nejnizsi pravdépodobnost,
ze vubec dosdhne na néjaké feseni v porovnani s ostatnimi typy SATQ,
tedy je skute¢né nejméné spolehlivy. Avsak ve chvili, kdy uz feSeni vraci,
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typ SAT dola
HR -D 1.0343
HRD 1.0195
H -R -D 1.0586
H-RD 1.0145
BCR —D 2 1.2351
BCR D2 1.1601
BC -R -D 2 1.1794
BC =R D 2 1.1392
BCR —-D K/2 1.0806
BCR D K/2 1.0333
BC -R —D K/2 1.0946
BC -R D K/2 1.0282
Strom podle kritéria H 1.0104
Binérni strom podle H 1.0104
SAT redukovany 1.7792
SAT redukovany H R =D 1.0195
SAT redukovany H R D 1.0050
SAT redukovany H =R —D 1.0157
SAT redukovany H =R D 1.0000
SAT nahoru 1.6636
SAT dola 1.0000

Tabulka 4.4: SAT dola v porovnani s ostatnimi algoritmy.

tak vraci nejlepsi, jak dokazuje Tabulka [4.4] na strané 44], kterd ukazuje
korelaci optimalnosti dvou Teseni vracené dvéma riznymi algoritmy. Jestlize
je tento index vétsi, nez 1 tak je dany porovnavany algoritmus lepsi, jestlize je
vysledkem korelace 1 tak jsou si algoritmy rovny a ¢islo mensi nez 1 1iké, ze
je algoritmus horsi, nez ten se kterym je porovnédvan. Tento index je pocitan
jako srovnéani vsech prikladti, kdy oba algoritmy vraci néjaké feseni. SAT
dolti s vyjimkou SAT redukovany H =R D nad vsemi ostatnimi algoritmy
ostte dominuje. SAT dolu vraci nejlepsi mozné feseni, pokud uz néjaké vraci.

B a2 Hypotéza o hladovém algoritmu

Hladové kritérium je jeden z pristupu, kde pomoci mnoha iteraci nezlepsu-
jeme néjaké ¢astecné reseni, ale pouze vracime jedno jediné nalezené touto
procedurou. Proto uvazujeme nasledujici hypotézu: Hladové kritérium na-
chdzi nejuyssi proni Tesend |o1| mezi vsemi wvedengmi algoritmy. Navic k této
hypotéze prozkoumame jestli je odpovidajici cas t; ze vSech ¢asti prvnich
feseni minimalni.

Budeme mezi sebou porovnavat pouze nékteré implementace jednotlivych
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typ o1 ty [s] | ex [%]
HR -D 16.9151 | 0.0110 | 100
HRD 17.2112 | 0.0259 | 100
H-R -D 16.9151 | 0.0099 | 100
H-RD 17.2112 | 0.0221 | 100

BCR -D 2 8.8425 | 0.0064 | 100
BCR D 2 4.1549 | 0.0043 | 100
BC =R =D 2 8.8425 | 0.0059 | 100
BC -R D 2 4.1549 | 0.0040 | 100
BCR —-D K/2 | 10.1949 | 0.0076 | 100
BCR D K/2 5.6676 | 0.0090 | 100
BC —R —D K/2 | 10.1949 | 0.0072 | 100
BC -R D K/2 | 5.6676 | 0.0071 | 100
SAT redukovany | 1.0000 | 0.0017 | 100
SAT nahoru 1.0000 | 0.0016 | 100
SAT dola 15.2085 | 0.4741 85

Tabulka 4.5: Porovnani prvniho feseni a jeho ¢asu pro verejna data

algoritmii, neboft jestlize by néjaky modifikovany algoritmus vyuzival ¢astecné
feSeni hladového kritéria, tak vime, Ze se prvni feSeni bude s hladovych
kritériem shodovat a ¢as nalezeni prvniho feseni nebude nikdy mensi. Vyjimku
tvori metoda biklastrovani, kde sice hladovy algoritmus vyuzivame ke kontrole
vysledku, ale diky fezani prostoru se jeho velikost méni. Jinymi slovy, hladové
kritérium, zde fesi néjaky mensi podproblém a miuzeme ho uvazovat ke
srovnani.

V Tabulkach [4.5] a [4.6| médme vyznacenou hodnotu pramérné velikosti
prvniho Teseni |o1| a ¢asu jeho nalezeni t;. VSiméme si, Zze nejmensich Castu
dosahuji skoro vsechny metody biklastrovani a SAT redukovany se SATem
nahoru, ale co se tyce do velikosti feseni hladové kritérium zcela jasné dominuje
v obou sadach. Hypotézu potvrzujeme.

B 4.3 Hypotéza o biklastrovani

Hypotéza: Volba kritéria rezu podle klice dominuje nad volbou pro sloucend
kritéria klice a zdmku.

V minulé kapitole jsme na prikladé ukazovali kritérium Tezu, které pocitalo
ohodnoceni klice jako praumér hodnot sloupce matice M, kde kazdé policko
m; ; bylo ddno ndsobkem poctu kli¢i a zdmkl pro dany fadek i a sloupec j.
Tato hypotéza rika, ze dosdhneme vzdy lepsich vysledku v metodé biklastro-
vani pokud namisto m; ; = |k;| - |l;| hodnotu policka matice vypocteme pouze
jako m; j = |k;|. V Tabulce 4.7 vidime, Ze je takova hypotéza spravna pouze
pro malou volbu parametru fezu r. Tento tkaz je zapri¢inény tim, ze krité-
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typ o1 ty [s] | ex [%]
HR -D 31.9171 | 0.4075 | 100
HRD 33.0140 | 2.1703 | 100
H -R -D 25.4610 | 0.4232 | 100
H-RD 28.4160 | 2.6374 | 100
BCR-D2 | 9.1143 | 0.1806 | 100
BCRD 2 2.6261 | 0.0644 | 100

BC =R =D 2 8.1399 | 0.1893 | 100
BC =R D 2 2.0215 | 0.0523 | 100
BCR —-D K/2 | 11.5810 | 0.2349 | 100
BCR D K/2 4.7785 | 0.1557 | 100
BC -R =D K/2 | 11.4508 | 0.2576 | 100
BC -R D K/2 | 5.0251 | 0.1074 | 100
SAT redukovany | 1.0000 | 0.0395 | 100
SAT nahoru 1.0000 | 0.0387 | 100
SAT dola 12.8836 | 1.8745 | 36.36

Tabulka 4.6: Porovnani prvniho feseni a jeho ¢asu pro nevefejnd data

typ |o1] |0n] |01 |0n]
BCR -D2 | 9.6150 | 22.0744 || 1.2413 | 12.5370
BCR D 2 3.6823 | 23.1888 | 1.1669 | 12.5370

BC =R =D 2 9.2245 | 23.0745 || 1.2413 | 12.7735
BC -R D 2 3.3455 | 23.7668 || 1.1669 | 12.7735
BCR =D K/2 | 11.5424 | 25.0603 || 6.7747 | 25.4648
BCR D K/2 5.6408 | 26.3080 || 2.1696 | 26.4845
BC —-R =D K/2 | 11.4946 | 26.0071 || 5.9081 | 25.6730
BC-RDK/2 | 57458 | 27.3708 | 2.1696 | 26.9275

Tabulka 4.7: Porovnani{ kritérii fezu BC (vlevo podle kli¢e a vpravo podle
nasobeni).

rium nésobku se odvazuje vice fezat smérem ke stfedu lock-chartu, zatimco
kritérium dané pouze klicem mé tendenci ofezavat lock-chart po sloupcich a
tim se blizit hladovému kritériu.

Fakt, ze jsou si hodnoty feseni blizké pro volbu r = |K|/2 je ddan opét
prikladem G09. Pokud bychom jej z méfeni vypustili prumérna hodnota |oy,|
spadne na |o,| = 21 £+ 1. Hypotéza tedy plati jen pro malou volbu parametru
fezu 7.

B 4.3.1 Biklastrovani proti hladovému kritériu

Tuto podkapitolu uvadime jen jako pozndmku k namérenym datim. Jelikoz
se jednd pouze o jediny priklad a k testovani algoritmu byla pouzita omezené
velkd sada dat, nejsme schopni vyvodit z vysledku prikladu G09 zadné pravidlo
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4.4. Hypotézy o volbé parametru

nebo typ tiidy prikladu se kterym do budoucna pocitat.

7 uvedenych tabulek si vSimame nasledujiciho pozorovani. Metoda biklastro-
vani vraci pro stejnou sadu parametri R, D vzdy stejné nebo horsi feseni,
nez hladové kritérium s jedinou vyjimkou a to u komeréniho prikladu G09.

Jelikoz nemtzeme v této praci komercni priklady zvefejnit, dovolujeme
si prednést alespon teoretickou tvahu, pro¢ - jak je vidét i prilozeném Ob-
razku [B.1| na strané [59| - v tomto piikladé dosahuje metoda biklastrovani
lepsich vysledku (co se tyce do velikosti FeSeni) nez hladové kritérium.

Metoda biklastrovani si pred provedenim fezu lock-chart sefadi (resp. jeho
radky a sloupce tedy klice a zamky). Hladové kritérium tak necini, to si
pouze napocitd vhodnou sekvenci kandidatu k odstranéni. Predpokladejme,
ze existuji dva klice nebo zadmky, které maji stejnou hodnotu pro hladové
kritérium, tedy jsou navzdjem z pohledu kritéria ekvivalentni. Jelikoz hladové
kritérium funguje deterministicky, tak v takovém pripadé vzdy upiednostni
jeden z uzli (napf. pomoci indexu daného kli¢e nebo zamku). Rozdil je tedy
nésledujici: biklastrovani ma sanci uprednostnit diky opakovanému fazeni a
déleni lock-chartt jiny z dvojice ekvivalentnich uzla.

Pro priklad GO9 vraci metoda biklastrovani o fad vyssi feseni, nez metoda
hladova. V tomto prikladé vSechny hladova kritéria vraci velikost reseni pouze
’Oh’ = 11.

B aa Hypotézy o volbé parametru

Hypotéza: Algoritmus s parametrem D pro odstranéni duplikace ndm za-
ruci lepsi Tesent za cenu horsiho casu, nez jeho protéjsek s parametrem D
zakdzangm.

Ze velikost feseni bude vétsi pro algoritmy se zapnutym parametrem D,
nez s vypnutym —D se dala uz odhadnout z Tabulek 4.5 a |4.6l Predkladame
Obrazek 4.6 pro verejna data a Obrazek 4.9 pro komeréni data se srovnanim
jak velikosti feseni, tak i rychlosti nalezeni takového feSeni. S vyjimkou dvou
metod biklastrovani se hypotéza potvrzuje.

V Tabulce |4.8 na strané |48 mame vynesené hodnoty |o,| pro velikost Feseni
z vefejné sady a velikost FeSeni |0,v| ze sady nevefejné. Tabulka nam fika
o kolik procent jsme schopni najit lepsi feseni pri pouziti parametru D a a za
jaké procentudlni zvyseni doby nalezeni takového teseni. Jestlize se v tabulce
nachdazi zdporna hodnota, 1iké to, ze nalézdme mensi reseni v pripadé, ze se
nachazi ve sloupci s velikosti feseni anebo v rychlejsim case v pripadé, ze se
hodnota nachézi ve sloupci pro ¢as vypoctu. Takova situace nastavd pouze
u dvou algoritmt a to u: BC R 2 a BC =R 2. Tedy u metod biklastrovani pti
parametru rezu r = 2.
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4. Experimenty

typ l0v] [70] |ty [%] | |onv] [%] | tnv [%]

HR 0.8676 | 38.4854 | 1.6894 | 68.3817

H -R 0.8676 | 36.5406 | 5.4847 | 72.3479

BCR 2 1.7327 | -0.3059 | 3.5641 | -4.1101

BC -R 2 1.7327 | 0.3345 | 0.8805 | -1.7965

BC R K/2 2.1444 | 33.4965 | 2.7256 | 69.0191

BC -R K/2 2.1444 | 27.2162 | 3.0688 | 69.0226

SAT redukovany HR | 0.8676 | 68.5278 | 15.4053 | 84.3559
SAT redukovany H -R | 0.8676 | 50.6691 | 1.2265 | 70.5783

Tabulka 4.8: Procentudlni rozdil v parametru D pro obé sady

7 vysledku je zrejmé, ze odstranovani duplicit prilis nevyplaci. Zlepseni ve
vétsiné piipadu presahuje hodnotu 3% za zhruba desetindsobné zhorseni ¢asu
nalezeni tohoto Teseni.

Hypotéza: Velikost reseni ovlivni nastaveni parametru R mazimdiné o 20%
u malych prikladi.

V Tabulce [4.9| na strané |49| vidime, ze jednotlivé dvojice algoritmi lisici
se pouze v parametru R maji stejné vysledky. Tabulka obsahuje prumérné
vysledky pro verejnou sadu dat. Pro tyto piiklady se tedy feSeni 1isi o 0%.

Vezméme Tabulku [4.11] na strané |53| pro neverejna data. Z ni vypoci-
tejme prumérnou rozdil dvojic feseni podle parametru R. Vysledkem je pak
Tabulka 4.10| na strané 49| kde vidime, Ze zadny z rozdilu nepfesahuje 20%.

Hypotézu potvrzujeme.

B a5 Vyhodnoceni

V této casti se budeme odkazovat na graf pro verejna data z Obrazku [B.2
na strané [60| a na graf pro nevefejna data z Obrazku B.3| na strané 61. Je
z néj zrejmé, ze pro malé priklady se chovaji rizné algoritmy biklastrovani
podobné, kdezto u vétsich sad, tj. ze sady dat neverejnych, volba parametru
fezu r muze za drazsi cenu Casu prinést lepsi feseni. V obou sadach se velmi
podobné chova SAT redukovany a SAT nahoru, coz neni zadné prekvapeni,
nebot se oba algoritmy 1isi pouze v oné redukci, jinak iteruji po stejném poradi
velikosti. Na malych datech zaroven tolik nehraje role hladového kritéria a
dalsich SATa s vyjimkou SATu doli, ktery ma vyrazné horsi Cas, nez vyse
zminéné algoritmy. U vétsich typid prikladt z nevefejné sady se uz roztahuji
nizky v sekci hladovych kritérii. Odstranovani duplicity zlepsuje feseni, ale
trva ho nalézt déle a pocateéni redukce prostoru muze zlepsit Feseni az o 20%.
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4.5. Vlyhodnocenf

typ |01] |on]
HR -D 16.9151 | 16.9151
HRD 17.2112 | 17.2112
H-R -D 16.9151 | 16.9151
H-RD 17.2112 | 17.2112
BCR -D 2 8.8425 | 15.0220
BCRD2 4.1549 | 15.5518
BC =R -D 2 8.8425 | 15.0220
BC =R D 2 4.1549 | 15.5518
BCR -D K/2 10.1949 | 16.3389
BCR D K/2 5.6676 | 17.0550
BC -R —-D K/2 10.1949 | 16.3389
BC =R D K/2 5.6676 | 17.0550

Strom podle kritéria H 17.2112 | 17.2112
Binarni strom podle H 17.2112 | 17.2112
SAT redukovany 1.0000 | 9.1279

SAT redukovany H R =D | 16.9151 | 16.9151
SAT redukovany H R D 17.2112 | 17.2112
SAT redukovany H —R =D | 16.9151 | 16.9151
SAT redukovany H =R D | 17.2112 | 17.2112
SAT nahoru 1.0000 | 9.7621

SAT dola 15.2085 | 15.2085

Tabulka 4.9: Pramérné prvni a posledni feseni pro vefejnou sadu priklada.

typ rozdil [%]
H-D 11.25
HD 7.49
BC —=D 2 5.65
BCD 2 13.01
BC -D K/2 0.57
BC D K/2 2.51
SAT redukovany H —D 4.88
SAT redukovany H D 16.17

Tabulka 4.10: Rozdil v parametru R pro neverejnou sadu dat.
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4. Experimenty
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4.5. Vlyhodnocenf

typ o1 |on|
HR -D 31.9171 | 31.9171
HRD 33.0140 | 33.0140
H -R -D 25.4610 | 25.4610
H-RD 28.4160 | 28.4160
BC R —D 2 9.1143 | 33.5461
BCRD 2 2.6261 | 36.0257
BC —R —D 2 8.1399 | 37.8554
BC -R D 2 2.0215 | 38.5279
BC R -D K/2 11.5810 | 40.6963
BC R D K/2 47785 | 42.9769
BC -R —D K/2 11.4508 | 45.0280
BC -R D K/2 5.0251 | 47.8791

Strom podle kritéria H 21.3019 | 27.4256
Binéarni strom podle H 21.3019 | 22.1495
SAT redukovany 1.0000 | 5.2360
SAT redukovany H R =D | 23.9639 | 24.8413
SAT redukovany H R D | 33.0140 | 33.8888
SAT redukovany H =R =D | 21.7335 | 24.0994
SAT redukovany H —-R D | 23.8255 | 24.6979
SAT nahoru 1.0000 | 5.2360

SAT dolu 12.8836 | 12.8836

Tabulka 4.11: Pramérné prvni a posledni feseni pro neverejnou sadu prikladii.
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Kapitola 5
Zaver

Reseni lock-chartu je teoreticky i prakticky komplexni problém. Predstavili
jsme nékolik druhti pristupt k nalezeni maximalni vlastniho ¢aste¢ného lock-
chartu. Lokalizace takového lock-chartu miize vyrazné uspisit vypocet lock-
chartu obecného a tim i vypocet k pritazeni fezani realnych kli¢a pii vyrobeé.
Ukézali jsme hlavni vyhody a nevyhody jednotlivych ptistupti. Mame velmi
rychle profezavani prostoru pomoci biklastrovani, rychlé nalezeni slusného
¢astecného feseni pomoci hladového kritéria, jenz se da dale kombinovat
s algoritmy, které prohledavaji stromy riaznych feseni v okoli nalezeného
castecného vysledku. V neposledni radé jsme ukazali prevod na SAT, ktery
umi v urc¢itych modifikacich vracet dobré vysledky, ale velmi nestabilni.

B 51 Vylepseni do budoucna

Predstavujeme par tivah a cest, které by v budoucnu v feseni problému hledéni
vlastnich lock-chartti staly k prozkouméani:

B 5.1.1 Volba kritéria

Velkou otazkou zustava jestli existuje lepsi a rychlejsi zpusob, jak ohodnotit
klice a zdmky. Podle takovychto ohodnoceni jsme napiiklad schopni volit
mista Tezu v metodach biklastrovani. Cilem je toto ohodnoceni spocitat, co
mozné nejefektivnéji a idedlné u néj nemit potrebu ho prepocitavat v priabéhu
iteraci.

Bl 5.1.2 Existence optimalniho polynomialniho algoritmu

V této praci ukazujeme polynomidlni algoritmy, které vsak obecné nemusi
vracet optimalni feseni. Existuji optimalni polynomidlni procedury pro urcité
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5. Zavér

tridy lock-chartu. Pokud bychom méli zadani bez vlozek, 1ze uvazovat o metodé
podmnozin. V situaci, kdy je zadany lock-chart ¢astecnym usporadanim,
jsme pomoci antichain taktéz schopni problém vytesit. Existence optiméalni
polynomialni procedury pro obecny lock-chart je stale otevieny problém.

B 5.1.3 Prirazeni algoritmii k jednotlivym t¥idam prikladii

Problémem zustavaji testovaci sady. Jak jsme jiz diive uvedli existuje mini-
mum praci k tématu klicovych systémt a pouze jedna jedina, ktera predstavuje
vefejnou sadu piikladi. Komercénich prikladi je jesté méné a se zhruba 30 pii-
klady lze tézko délat statisticky signifikantni rozdéleni na typy tiid priklada.
Je tedy mozné, ze urcity typ algoritmu velmi dobfte Tesi urcity typ prikladi,
ale abychom tuto otdzku zodpovédeéli, museli bychom mit pristup k vétsimu
poctu zadani.

B 5.1.4 Nalezeni diagonaly

Jelikoz nase zadani neuvazuje pridané podminky z rozsiteni lock-chartu, jednéa
se prakticky o nalezeni nejdelsi jednotkové diagonaly v bindrni matici. Tato
prace pak muze skytat potencidl pro zcela jinou vyzkumnou oblast, kde je
zrovna hledéni takové binarni diagondly zadouci.
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Pt¥iloha B

Obrazky

V této priloze predkladame nékteré grafy a obrazky, na néz se sice v textu
odkazujeme, ale nebyly kviili své velikosti pouzity primo v textu.

——HR~D
e ——HRD
H~R~D
H~RD
BCR~D2
——BCRDZ
——BC~R~D2
——BC~RD2
——BCR~D K2
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Obrazek B.1: Priklad G09 konvergence k feseni.
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B. Obrazky
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P¥iloha C

Obsah CD

V piilozeném CD se nachézi zdrojové kédy v jazyce C++. Cast kddu je prevzata
z dizertace Radomira Cernocha [14] jako napiiklad t¥idy pro lock-chart a
vypocet binomické véty. Trida eigen.cpp obsahuje vSechny uvedené algoritmy
z této prace. Instrukce ke spusténi algoritmi jsou uvedené v prilozeném
README na CD. Déle jsou na CD vsechny uvedené grafy, namérena data
spolu s diplomovou praci ve formatu .pdf a matlabovy skript k vygenerovani
uvedenych tabulek z textu.
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